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抽象代数是现代数学中的重要分支之一，它产生于19世纪，是研究各种抽象 
的公理化代数系统的数学学科.抽象代数包含群、环、域和伽罗瓦理论等许多分支， 
并与数学其他分支相结合产生了代数几何、代数数论、代数拓扑、拓扑群等数学学 
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掌握抽象代数的基本概念和重要的定理，学会用代数处理问题的方法，还可以加深 
学生理解数学理论的基本思想，提高抽象思维能力.抽象代数为学习代数几何、代 
数数论、代数拓扑、 Banach 代数、李群等课程打下基础.另外，抽象代数的主要内 
容群、环、域等与物理学、化学等有紧密的联系，总之，它不仅在数学的各个分支有 
广泛的应用，而且在许多现代科学,如量子力学、结晶学、理论物理、量子化学以及 
密码学、系统科学、数理经济等领域都有广泛的应用. 

本书根据作者在中山大学数学系讲授抽象代数课程时的讲稿,在多年的教学过 
程中不断修改而成.书中尽可能地介绍抽象代数中一些概念和定理的来历，让学生 
可以了解一些抽象代数的历史，提髙学习兴趣.不需要具有点集拓扑学的知识，只 
要有数学分析和髙等代数中关于矩阵和多项式的基础，阅读本书是不会有困难的. 
本书刻意加强了抽象代数和数学分析的连接，目的是使抽象代数更加接近数学分 
析.本书内容共分7章.第1章是群论，为了加强与点集拓扑学的联系,编写了拓扑 
群一节，简单地对拓扑群作了介绍.在第2章中环上的微分和拓扑环部分，加强了 
环与分析和拓扑的连接.第3章环上的多项式中的非交换环上的多项式这一节，给 
出了多项式在环不交换的情况下的特殊性质.考虑到较多的抽象代数教材讲述的 
内容与数学其他学科的交叉很少，因此编写了第7章，目的是让学生初步理解抽象 
的群论等在微分方程等其他数学分支有着广泛的应用.在教学时,拓扑群和拓扑环 
以及群论在微分方程中的应用可以不讲或选讲.本书可作为抽象代数的一本入门 
教材，书中选有一定的习题.书中的习题参考了很多抽象代数习题解答的书，如腾 
加俊的《近世代数辅导与习题精解》、冯克勤的《近世代数三百题》等,有些习题修 
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第 1 章群 论 


最有价值的科学书籍是作者在书中明白地指出了他所不明白的东西的那些书, 
遗憾地，这还很少被人们所 认识； 作者由于掩盖难点，大多害了他的读者. 

伽罗瓦 （1811—1832, 法国数学家) 


群论起源于解髙次方程，它的思想可以追溯到 Lagrange . Lagrange 关于方程式 
根的对称函数的工作，使人们注意到根的置换的性质,从而导致置换群理论的产生. 
18世纪末， Lagrange , Vandermonde , Ruffini 等试图求出髙次代数方程的代数解法， 
由研究方程诸根之间的置换而注意到了群的概念，挪威数学家 Abel 证明了 5次以 
上的一般的代数方程没有根式解.而置换群与代数方程之间的关系的完全描述是 
由伽罗瓦在1830年左右做出的， Jordan 在《置换和代数方程论》中对伽罗瓦理论 
作了很好的介绍.很多数学家都对群论的发展做出了巨大贡献，如 Mobius , Cayley , 
Klein 等.群的概念已经被认为是数学及其应用中最基本的概念之一，在几何学、代 
数拓扑学、泛函分析等学科中起着重要的作用，并形成了拓扑群、李群、代数群等 
新学科.同时,群论在理论物理、量子化学以及编码学等都有重要的应用. 


1.1 群的定义 

群论对 19-20 世纪的数学整体发展影响深远，群论的影响不仅深入数学领域 
的每个分支,还在某种程度上促进了数学各个分支的统一. 

1二元运算 

定义 1.1.1 设 S 和 G 都是集合，则称所有有序对 ( a , b ) 构成的集合为它们 
的笛卡儿积，其中 a e S ， beG , 记为 SxG . 

在算术中，若 a , &都是整数,则 a 和6的加法运算将 a 和&从整数集 Z x Z 映 
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到 Z . 类似地，在集合上,可以定义二元运算. 

定义 1.1.2 从 S x S 到 *5 的一个映射.称为 S 上的一个二元运算. 

也就是说，对 S 中的任何一对元素 { a , b ) 都有 S 中唯一确定的一•个元素 a . b 
与之对应. 

例 1.1.1 取 S 为实数全体所构成的集合，将映射 - 

■: SxS^S 

定义为 

a-b = a 2 + b 2 , 

则 • 就是一个二元运算. 

例 1.1.2 设 {( ai ， d 2 )| ai ， a 2 都是实数}是二维欧氏空间，则向量和 w + v , 
矢量积 uxv 都是二元运算.但内积的结果不再是向量,而是一个数，因此内积不是 
二元运算 • 

例 1.1.3 设 S 是 n 阶方阵全体所构成的集合，则 A + B , AB , AS - 是 
三种不同的二元运算. 

2群的定义和例子 

伽罗瓦， Jordan 和 Klein 只用封闭性公理来定义群，不过他们考虑的是置换或 
变换的有限群，因此其他的公理都隐含在他们的论文里面. Cayley 在1854年的论 
文中才明确了群要有结合律和单位元.1882年 Dyck 和 Weber 都发表了完整的群 
的 公理. 

定义 1.1.3 设 G 是一个非空集合，若在 G 上定义一个二元运算•，满足 

(1) 结 合律： 对任何 a , b，c G G , 有 {a • b ) ■ c = a • (b ■ c ), 则称 G 是一个半群 
(semigroup), 记作 （ G, •). 若 ( G , ■) 还满足 

(2) 存在单位元 e € G , 使对任何 a £ G 有 e ■ a = a ■ e = a . 

(3) 对任何 a e G , 有 a - 1 e G , 使桴 a -1 ■ a = a • a -1 = e , 则称 （ G , _) 是一个群 
(group). 

如果半群中也有单位元，则称为么半群 ( monoid ). 

幺半群不一定是群，如整数集 Z 对于乘法是一个么半群，但它不是群. 
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如果群 （ G ,.) 适合交换律：对任何 a ，6 eG 有 a .6=6. a , 则称 G 为交换群或 
Abel 群. 


Abel 于1827年发现，如果多项式方程的根的伽罗 
瓦群是交换的，那么该多项式方程一定可以用公式求 
解， Abel 群这一术语是 Jordan 在1872年引入来纪念 
数学家 Abel 的.对于 Abel 群，群运算常常称为加法， 

记为 a + b . 这时单位元称为零元,记作0,元素 a 的逆 
元记作 - a . 对任意自然数 n , 元素 a 的 n 倍 na 定义 
为 n 个 a 相加. 

群中的乘法运算一般简记为如果= 6 a = e ， 

那么就称 a 为一个可逆元 （invertible element ) 并称 6 
为 a 的逆元 （inverse element ). 可逆元 a 的逆元通常记 Niels Henrik Abel ( l 802 1829) 

作 a - 1 . 容易知道可逆元的逆元是唯一的. 

例 1.1.4 整数集 Z 对普通加法构成 Abel 群. 

例 1.1.5 实数集 R 对普通加法构成 Abel 群，但在乘法下不是群. 

例 1 . 1.6 [0,1] 上的所有实连续函数 C [0,1] 全体加法构成 Abel m , 但在函数 

相乘的乘法下不是群. 

例 1.1.7 所有 2 x 2 可逆矩阵 GL (2, R ) 全体 
在矩阵的相乘的乘法下构成非交换群，其单位元就 
是单位矩阵. 


例 1.1.8 对于 0 < 2it ， 所有形如 

cos 0 sin 6 
— sin 0 cos 0 

的矩阵，在矩阵乘法下是一个群.容易知道这是平面上的旋转. 

例 1.1.9 设 K4 = { e ， a , &， c }， 乘法表为 





.4. 
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则 A 是一个交换群，称为克莱因四元群 (Klein four - group ), 记作 { e , a , b , ab }, 它是 
Klein 在1884年给出的. 

上面例子中的表一般称为群的乘法表 (multiplication table ), 也称为群表 (group 
table ) 或凯莱表 (Cayley table ). 乘法表常用来表示有限群的运算.群表是凯莱在 
1854年的论文 On 执 e theory of groups , as depending on the symbolic equation 9 n = 1 
中首次提出的.通过群表，可以直观地了解该群的单位元及是否交换等. 


3群的性质 


性质 1丄1(消 去律） 设群 G 中的元素 a , 6, c 满足 a 6 = ac 或 6 a = ca , 则 



证明 若 ab = ac , 则在等式两边同时左乘 a~\ 
a -1 (a6) = a _1 (ac), 由结合律可知 

(a _1 a)6 = (a _1 a)c, 故 e6 = ec, 所以 b = c . 

同理， 6a = ca 时，有 f) = c. ■ 

容易知道，设 G 是群，则对任意的 a,beG, 方程 
ax = &和 ya = 6在 G 中都有唯一解.不难验证，群还 
具有下面的一些简单性质. 


Felix Christian Klein(1849—1925) 


性质 1.1.2 设 a , 6是群 G 中的两个元素 • 


(1) 若=彳 

a 或 = g 

【，则 6 = e; 

(2) 若 = 1 

e 或 to = e 

，则 6 =： a _i 

⑶ (a- 1 )" 1 



(4) M 广 1 = 




4元素的阶 


Cayley 在1815年定义了群的元素的阶. 

定义 1.1.4 由有限多个元素构成的群 G 称为有限群 (finite group ), 其中元 

素的个数记作 | G |， 称为 G 的阶 （ order ). 用 \ G \ = oo 表示 G 是无 限群. 


1.2 子 


定义 1.1.5 若 a 是群 G 的一个元，则使得# = e 的最小的正整数 n 称为 a 
的阶或周期，记为 o ( a ). 若这样的正整数 n 不存在，则称 a 的阶为无穷. 

例 1.1.10 2x2 可逆矩阵 GL(2,R) 群中，由于矩阵 

故4的阶是无穷. 

定理 1.1.1 若 a 的阶为 m , 则 a n = e 当且仅当 m 整除 n . 

证明设 m 整除 n ， 则存在整数 fc , 使得 n = mfc . 故 




反过来，若= e , 但 m 不整除 ri , 则 n = mfe + r , 1 < r < m . 于是 
a r = a mk+r = a n = e , 但这与 m 是 a 的阶矛盾， ■ 

思考题 1.1.1 是否存在一个群，除了单位元外，所有的元的阶都是无穷？ 

例 1.1.11 所有非零正实数 G 在乘法下是一个群，容易看出该群除了单位元 
外，所有的元的阶都是无穷. 

思考题 1.1.2 对任意自然数 n , 是否存在一个群 G ， G 的阶就是 n ? 

例 1.1.12 设 C 为复数，则所有 n 次单位根构成的集合 
G = {ae C \ a n = 1} 

/ 2kjt . . 2kn 1 \ 

=< cos - h ism - A ; = U , 1，2,…， n —■ 1 > 

[ n n J 

在乘法下，就是一个 n 阶的 Abel 群. 


1.2 子 群 

如果群 G 的子集 F 对 G 的运算构成群，那么称它是 G 的子群.通过研究子 
群丑的性质，可以了解群 G 的一些整体性质. 

1子群的定义 


定义 1.2.1 设孖是群 G 的满足下面两个条件的一个非空子集: 
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(1) (乘法封闭）对 if 中的任意元 a 和 b 都有汕 e 丑； 

(2) (求逆封闭）对丑中的任意元 a 都有逆元 a - 1 6丑. 
则称 H 为 G 的一个子群. 



根据乘法封闭性， if 中的乘法运算是有意义 
的.乘法结合律自然成立.由于丑非空，存在 
a E H . 于是 oT 1 £ H , e = a~ l a. 因此 i ? 含有 
单位元.所以丑在乘法下构成一个群，这就是 
“子群”这个名词的意义. 

容易看出， Abel 群的子群仍然是 Abel 群. 

例 1.2.1 每个群 G —定有两个子群 { e } 
和 G ， 称为 G 的平凡子群. 


例 1.2.2 设 n 是一个自然数，令 nZ 为所有被 n 整除的整数所构成的集合， 
它是整数加法群 Z 的子群. 


例 1.2.3 令 SL n ( K ) 为数域 K 上行列式等于1的 n 阶方阵全体所构成 
的集合，它是 n 阶可逆矩阵群 GL n { K ) 的子群，称为特殊线性群 (special linear 
group ). 

例 1.2.4 设 L 为所有有界实数列全体，则在加法下它是一个群，若 CQ 为所 
有收敛到零的实数列全体，则在加法下 c Q 是 k 的一个子群. 


在 R 2 按坐标的加法所构成的加法群中，容 
易看出过点 ( xi . yi ) 的子群丑在过点（仏奶）和 
(0,0) 的直线内.但经过点 ( Xl , yi ) 的子群不是唯 
一的，如 


Hi = {{ nxi , ny{)\n 为整数}， 

H 2 = {( qxi , qyi)\q 为有理数} 

都是 R 2 经过点 ( Xl , yi ) 的子群.另外，经过点 
($2，?/2)和 (0,0) 的直线一定是 R 2 的一个子群， 
如右图中的和丑都是 R 2 的子群. 
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2子群的性质 


命题 1.2.1( 子群判别法） 设丑是群 G 的一个非空子集，若 ab - 1 e 丑对任 
意 a,b e H 成立，则孖是 G 的一个子群 • 

证明 任取 c G 丑， 贝 lj e = or 1 e if . 对任意的 a e 丑 ，有 a - 1 =⑽- 1 S 丑， 因 
此 if 对求逆封闭.对任意 a , bGH 都有 M = a (6- 1 )- 1 G 丑， 故丑 对乘法封闭•所 
以丑是 G 的一个子群. ■ 

性质 1.2.1 设 {£ Ta } aej 是群 G 的任意多个子群，则 = n a ei 丑 a 是 G 的 
一个子群. 

证明 由于 e e ，故 H 非空. 设 M e 孖， 则 ab - 1 e H a 对每个 a&l 

成立，故 ab - 1 e 丑，所以丑是 G 的一个子群. ■ 

3 中心化子 

定义 1.2.2 设 g 是群 G 的一个元素，则集合 C ( g ) = {a e G\ag = ga } 称为 
沒在 G 中的中心化子 ( centralizer ), 设 G G ， 则集合 C ( S ) = {a 6 G\ag = ga 对所 
有 g e *5} 称为 S 1 在 G 中的中心化子. C { G ) 称为 G 的中心 （ center ). 

例 1.2.5 所有对角线上都是1的3 x 3实上三角矩阵 G 全体在矩阵的相乘 
的乘法下构成非交换群, G 的中心 C ( G ) 就是 形如： 

' 1 0 a " 

0 1 0 
0 0 1 

的实矩阵全体构成的子群. 

明显地， C ⑷和 C ( S ) = n ge sC ( g ) 都是 G 的 子群. 容易看出，下面性质成立 • 
性质 1.2.2 (1) G 的中心 C ( G ) 是 Abel 群. 

(2) G 是 Abel 群当且仅当 G 的中心 C ( G ) 就是 G . 

性质 1.2.3 设丑 ； l 和丑 2 是群 G 的子集，/ [ 丑2,则 

(1) C ( H X ) D C ( H 2 y , 

(2) Hi c C ( C { H ,) y , 

(3) C { H X ) = 0(0(0(^))). 
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4由集合生成的子群 

定义1. 2 .3 设 <5为群 G 的一个子集， 令 < S > 为所有包含 S 的子群的交， 
那么 <5> 为包含5的最小子群，称为 S 生成的子群.若 G =< S >， 则称 G 由 
S 生成. 


例 1.2.6 易知整数群 Z 可以由1或-1生成. 



定义 1.2.4 若群 G 由一个有限予集生成，则 
称 G 是有限生成的.若 G 可以由一个元素 a 生成， 
则称 G 为循环群 (cyclic group ). 记为 G =< a >• 

明显地，任何一个循环群是 Abel 群. 

设 a e G ， 则< a >是 G 的一个子群，它本身 
是一个循环群，称< a >为 G 的一个循环子群，明 
显地 o ( a ) = | < a > |, 


容易知道，若 o ( a ) = oo , 则 < a >={••_， a -2 , a "" 1 , e , a ， a 2 , …若 o ( a ) = n < oo , 
则 < a >= { e ， a , a 2 , ■ ■ • , a n_1 }. 

例 1.2.7 在 n 阶可逆矩阵群 GL n ( K ) 中矩阵 


0 


生成一个无限阶子群，矩阵 

生成一个三阶循环子群. 

思考题 1.2.1 若群 G 的所有子群都是循环群，则 G —定是循环群吗？ 

不 一定. 如 G = {(0,0)，(1，0)，(1，1)，(0，1)}在加法 { a , b ) + { c , d ) = ( a + c,b + d ), 
并且两个坐标都按0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0来进行计算，则 G 是加法群，并且 
它的每个子群都是循环群，但 G 不是循环群. 


_1 _V3 

一 2 一 - 2 
一 1 
一 2 
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定理 1.2.1 设 S 是群 G 的一个子集，则 

< S >= { atag 2 • at | a 1 ，… , a n e S , ki ,-■ ■ , k n G Z }. 

证明记 = { a ^ a ^, 2 - ■■- On ™ l a i >''' J a n ^ S , k \, - - - , k n E Z }, 明显地, if 是包 
含 *5 的一个子群，因此 < S > QK . 

反过来，设丑是包含 S 的一个子群，由于子群丑对乘法和求逆封闭，故形如 
々々 …々 ( a i eS,kiG Z ) 的元素都在丑中，于是 KCH , 所以< S >= 尺 • ■ 

例 1.2.8 试找出整数加法群 Z 的所有子群. 

证明容易知道，{0}， Z ，2 Z ，3 Z ，. • •都是 Z 的子群 • 

下面证明 Z —定没有其他 子群. 设丑是 Z 的一个非平凡子群，则它含有非 
零整数.由于丑对求逆封闭，故丑含有正 整数. 设 n 是中最小的正整数.则 
nZ C H . 对任何 m e H , 根据欧氏除法，存在整数 g ， r 使 m = gri + r ■，其中 
0彡 r < n . 由于 r = m - qn E H , 根据 n 的最小性推得 r = 0,故 m e nZ , 从而 
HCnZ . 明显地 ， nZ [ 丑，因而 nZ = //, 所以 Z —定没有其他子群. 

5 子群的乘积 

思考题 1.2.2 若丑 i 和丑 2 是群 G 的子群，则 HiH 2 一定是 G 的子群吗？ 

例 1.2.9 设坧和乐是群 G 的子群,试证明 IhH 2 是 G 的子群的充要条 
件为 = H 2 H l . 

证明若 IhH 2 = H 2 H u 则容易验证 HrH 2 对于乘法和求逆都封闭，因此 
历历是 G 的子群. 

反过来，若丑#2是 G 的子群，则对任意的 ae H u beH 2 ，有 
ba = (e6)(ae) € C 

从而 H 2 H x C H x H 2 . 

由于 a e 丑 d € 丑 2 时，据巩馬是 G 的子群可知 { ab )- 1 e 巩馬，故 
ab = (( ab )- 1 )- 1 e ( H ^ y 1 C C H 2 H U 

因而 ifii ? 2 C H 2 H u 所以 H x H 2 = 丑 2 丑 i . ■ 
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6子群的进一步思考 

思考题 1.2.3 若群 G 只有有限多个子群，则 G —定是有限群吗？ 

是的，既然群 G 只有有限多个子群，因此 G 中所有元素的阶都是有限的，否 
则 , G —定有无穷阶的元 a , mO 有无穷多个子群,矛盾. 

任取 q e G , 则丑：以 > 是 G 的一个有限 子群. 取 a 2 € G \ < ai >，则 
==< ct2 > 是 G 的一个与不同的有限子群.再取 a 3 e G \(< ai > U < a 2 >), 
则丑 3 =< a 3 > 是 G 的一个与坧和丑 2 都不同的有限子群.由于群 G 只有有限 
多个子群，故上述过程只能做有限次，因而一定存在某个正整数 n , 使得 

G = H \ U i ?2 U ■ • ■ U ff n . 

因为 每个历 都是有限的，所以 G —定是有限群. 

1902年， Burnside ® 提出了著名的 猜想： 如果群 G 是有限生成的， G 中的元素 
的阶都是有限的，那么 G 是否一定是有限群？ 

Golod 在1964年给出了否定的答案②. 

思考题 1.2.4 若群 G 的所有（真）子群都是交换群，则 G —定是交换群吗？ 

不一定,所有真子群都是交换群的非交换群称为内交换群， Miller 和 Moreno 在 
1903年就研究了内交换群 ®. 


1.3 置换群 


解代数方程一直是数学研究的主要问题，数学家们按次数从低到高地研究代数 
方程的可解性，继而对方程的根的置换产生兴趣，在几代数学家的努力下，逐步深 
化了置换群的研究.历史上最先被研究的群就是有限置换群,它开始于 Lagrange 关 
于代数方程式求解的一般方法，并随着伽罗瓦理论的需要而得到 发展. Cauchy 的研 
究对于置换理论的发展和置换群的创立产生了重大影响，从18 44 年到 1 S 4 6 年共 

0 Burnside W. On an unsettled question in the theory of discontinuous groups. Quart, J. Pure 
Appl. Math., 1902, 33; 230-238. 

② Golod E S. On nil-algebras and finitely approximable p-groups. Izv. Akad. Nauk SSSR Sex. 
Mat., 1964, 28: 273-276 

③ Miller G A, Moreno H C. Non-abelian groups in which every subgroup is abelian. Trans. 
Amer. Math. Soc. ， 1903, 4: 398-404. 
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发表了二、三十篇论文，在这些文章中他明确区分了排列和置换，引进了置换的乘 
积和方幂的概念.另外，他还引进了单位置换和可逆置换. 

容易知道，{2,1,4, 5, 3} 这个排列可以看成集合{1，2,3,4, 5} 到它自身的一个双 
射 ( T , 它把1映成2, 2映成1，3映成4, 4映成5, 5映成 3. 用列表的方法可以把 
这个映射表示成 

f 1 2 3 4 5、 

\ 2 1 4 5 3 J ' 

1置换群的定义 

一般地,有如下定义. 

定义 1.3.1 设 ri 是一个自然数，从集合{1,2,3, …， n } 到它自身的一个双射 
称为 n 个文字的一个置换 ( permutation ), n 个文字的置换全体记为 


从上面例子看出，用列表法可把一个一般的置换 a 表示为 

/ 1 , 2 3 ••- n \ 

^ < r ( l ) a (2) cr (3) … a(n) ) 

这里的1,2,3,…， n 并没有数量上的意义，只是 n 个符号而已. 

设 AT e S ， 规定打为这两个映射的复合，复合的次序是先 . T 后 C 7, 即是 
这样的映射，它把 i 映成 a [ r { i )\. 很明显， (7 T 仍然是认 2 , 3 ，… ， n } 到其自身的一 
个双射.所以这确实是个二元运算. 

Ruffini 在1799年用归纳法证明了 中有 n ! 个置换 • 

命题 1.3.1 S n 在上面定义的二元运算下构成一个 n ! 阶的有限群 • 

证明根据复合映射的规则 a ( T 7 r ) = ( ar )7 r 对任何 a,T,n e S n 成立，故结合 
律成立. 

记 e 或⑴为{1,2,3，... ， n } 到其自身的恒等映射，即 e ( i ) = i 对所有 i = 
1, 2,3, …， n . 则 ea = (re = 对任何 a E S n 成立，因而 e 是^ 的单位元.对任 
何£ S n , 由于它是一个双射，它的逆映射存在，它就是群论意义下 CT 的逆元，所 
以又是一个群. ■ 




.12 . 


第 1 章群 论 


用列表法来作具体的群运算是很直接的.如 



n 次对称群是群概念的雏形，是伽罗瓦在研究方程的根时首先提出的. 


定义 1.3.2 S n 称为 n 个文字的对称群 (symmetric group ), S n 的任何一个子 
群称为一个置换群 (permutation group ). 


例 1.3.1 对称群 S 3 的六个元素 如下: 



容易看出 om = <? 4 ,但 < t 2 ( Ti = ( 73 , 故对称群 S3 不是 Abel 群.对称群 S 3 共 
有四个非平凡子群 { cr 0 , cri }, {<7 o , fr 3 }, {< to ,< t 4 }, { ct 0) <7 2 , cr 5 }. 


实际上，置换的列表表示法不简洁,它的第一行显得有点多余.如下面的置换 
,123456789、 

^2 13456789/ 


其实只不过把1，2两个文字交换一下，其他文字保持不动，因此可以引进下面 
的概念. 



定义 1.3.3 设 ii ， 《 2,…， 《d 是{1 ， 2,3,… ， n} 
中的 d 个两两不同的文字 ，若 a G S n 满足 

= * 2 , cr(i 2 ) = 么 3,…，= h, 

并且 a(i) = i 对{1 ， 2,3, …， n} 中的所有其他文 
字 i 成立，则称 <7为一个 d 轮换 （ cycle ), 记成 
( tii 2 - --id)- 特别地， 2 轮换 {hh) 称为对换 ( trans ¬ 
position ). 
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容易看出，这样的记法不是唯一的，如… Q ) 和 ( i 2 i 3 … i d h ) 表示相同的 
轮换 • 

每个循环的表达方法不唯一，例如， 

(14235) = (23514) = (51423). 

这是因为，每个循环置换都可视为一个首尾相 
接的圆环，因此循环中的每个文字都可以置于首位. 

首位确定后，整个循环置换的表达形式也就确定了. 

不过习惯上， 总是将循环置换中出现的最小文字置 
在首位. 

定义 1.3.4 若第一个轮换中的任何一个文字在第二个轮换中都不出现，则称 
这两个轮换是不相交的. 

例 I . 3 . 2 轮换 （ IK ) 和 (346) 不相交,但轮换叫 2 )和 (243) 相交. 





容易看出，除恒等置换外，任何一个轮换都可 
以写成若干个互不相交的轮换的乘积.如 



3 4 5 
6 4 2 


j = (136)(52). 


两个置换相乘的运算不一定要通过列表法，可 
以直接写出乘积的轮换表示式，如 a = (152)(34), 
T = (35)(41)，则 


o-r = (152)(34)(35)(41). 


2置换的性质 


命题 1.3.2 任何一个置换可以表示成若干个对换的 乘积. 
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证明明显地，只需证明任意轮换可以表示成若干个对换的乘积.实际上，有 
(*1*2 ■■■ id ) = 0^2)(_)… ( id -2 id - i )( id - iid )- ■ 


例 1.3.3 


1 2 3 4 5 6 

1 5 6 2 4 3 


(25)(54)(36) = (23)(25)(54)(43)(36). 


Cauchy 在1812年就考虑了置换的符号差，并在1815年的论文中区分了偶置 
换和奇置换. 

定义 1.3.5 设7£&,令 sgi ^ X - l ) fc ，其中 A : 是集合 

{( i ， j)|l ^ i < j ^ n , a ( i ) > a ( j )} 

中元素的 个数. 把以上集合中的每个元素对 ( i , j ) 称为 ct 的逆序，因此 fc 就是 cr 的 
逆序数.若 sgn ( cr ) = 1,则称 it 为一个偶置换，否则称为一个奇置换. 


容易验证，对于置换 a : 


12 3 

cr ( l ) cr (2) < j (3) 


sgn (< t ) = Y [ 


< r ( i ) - a ( j ) 


sgn (ct-t) = 


or { i ) - ar ( j ) 


tt 介⑼- T-r r ( i ) - r ( j ) 

T ⑷— T ( j ) — 11 i-j 

=sgn cr sgnr , 

故 sgn ( ar ) — sgn cr sgnr , 对任意置换 cr 和 t 都成立. 

定义 1.3.6 S n 所有偶置换构成的子群，称为 n 次交错群 （alternating 
group ), 记作 A n . 


例 1.3.4 设 


1 2 3 4 5 
3 15 4 2 
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则 (1,2), (1,5), (3,4), (3,5), (4, 5) 是 a 的全部逆序，因此 sgn ( a ) = — 1，故 a 是奇 
置换. 


命题1. 3 .3 设 a e t =(明是一个对换，其中 i < j. 若 cr 是偶置换，则 
err 是奇置换；若 ex 是奇置换，则 err 是偶置换. 

证明先就 j = i + 1的情形来证明.将 aT 表示成 

f 1 2 … % z +1 … n \ 

y cr(l) a(2) … a{i) a(i + 1) … cr(n) J 


则 



or ⑴ 


2 

a(2) 




i i-\- 1 … 
a{i + 1 ) a(i) 


n 

tr(n) 


由此看出 a 的逆序数比 c 的逆序数多一或少一.也就是说 ar 和 a 的奇偶性相反. 


对于一般情形1 0 < j < n , 根据等式 

( ij ) = ( i,i + l)(i + l，i + 2) … (j — 2，：?. _ l)(j + + 2 )( i , i + l ) 

和已经证明的结果得知， ㈦ ) a 和 < x 的奇偶性相反 . _ 

推论 1.3.1 在对称群 S n {n > 1) 中偶置换和奇置换各占一半. 

证明 设八 S 分别是偶置换和奇置换所构成的集合，因为^ a (12) 给出 A 
到 B 的一个双射，所以 A 和5所含元素个数相同. ■ 

推论I. 3 . 2 —个置换是偶置换（奇置换）当且仅当它可表示成偶数（奇数）个 
对换的乘积. 


例 1.3.5 设 

" 1= (1 


3 4 5 6 
3 5 4 2 



3 4 5 6 
16 5 4 


/ 1 2 3 4 5 6 

\ 3 1 6 4 5 2 


(1) 求 ar 1 , 吖'吖 1 ; 

(2) 求 (720^ 和 ( 72 , 02 ] 

(3) 试判断 A ，内， a 3 和 a 3 a ! 的奇偶性. 
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解 

nrf 


⑴ 1 = 




^3* 


0 


2 3 4 5 6 
6 14 5 3 


(2) 0*2 (Tl = 





3 4 5 6 
3 5 4 2 


a 


2 3 4 5 6 
2 15 6 3 


/ 1 2 3 4 
\ 3 1 6 4 



4 5 6 
6 5 4 


_/ l 23456\ 

—(163254 人 

(3) 由于 n 二 (12)(16)(45), c 7 2 = (13)(12)(46), a 3 - (12)(16)(13), 因而 
ascT ! - (1362)(162)(45) = (1236)(45) = (16)(13)(12)(45)， 
所以 CTl ， a 2 , M 是奇置换， OSO - l 是偶置换. _ 


1.4 陪 集 

子群的陪集是伽罗瓦在1830年引入的. 

1 陪集的定义 

定义 1.4.1 设孖是 G 的一个子群， a 是 G 中的一个元素，记 aH = {ah\h 6 
丑}和孖 a = G 丑}，则 a 丑和丑 a 分别称为 H 在 G 中的左陪集 （left coset ) 

和右陪集 (right coset ). 

思考题 1.4.1 设孖是 G 的一个子群，则 G 的左陪集 a£T 和右陪集丑 a 是 
G 的子群吗？ 
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例 1.4.1 设 H = {(1), (13)}，则 H 为 S 3 的子群，由于 S 3 = {(1)，(12)，(13)， 
(23), (123), ( I 32 )}， 故 (12 )H = {(12), (132)}, 所以陪集丑不是 < S 3 的子群. 

例 1.4.2 设 G = GL 2 ( R ), H 为所有的可逆二阶上三角矩阵所构成的子群， 

1 0 
9 


则 


gH -- 


1 0 


a b 
a 6 + c 


0 c 
|a 7 ^ 0 , c 7 ^ 0 


|a 7 ^ 0 , c 7 ^ 0 


a b 
a d 


\a b > , 


Hg = 


a 0 
0 c 
a + b b 
c c 
d b 
c c 


1 0 , r 

|a 7^ 0, c 7^ 0 

j 

\a ^ 0, c 0 
\c ^ 0 ,d ^ b \ . 


例 1.4.3 H = { e , (123), (132)} 是 的子群.则 

(12 )H = {(12), (23), ( I 3 )} 是丑的一个左陪集 H (12) = y 
{(12), (13), (23)}. . 


若将 R 2 看做是加法群 G , 取 OF 轴作为 R 2 的 
子群 JJ , 则对任意的 a = (^ 1 , 0 : 2 ) e G , 陪集 a + F 就 
是过点 ( x 1 , x 2 ), 并且平行 OF 轴的直线.由于 G 的子 
群一定经过原点，故容易看出陪集 a + H 不一定是 G 
的子群. 

非齐次线性常微分方程的解还可以看做对应的齐 
次线性常微分方程的解的陪集. 


H 


a+H 
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例 1.4.4 设 CH - oo ^ oo ) 为所有可微函数全体，则它在函数加法下是一个 
群，考虑常微分方程^| + xy = x 3 的解时，容易知道方程 g +卻= 0的解 

H = {ce 一 t |c e R } 为 C 11 (— oo , + oo ) 的子群.不难验证 a : 2 — 2是 # + zy = x 3 的 

一个特解，因此子群丑关于 z 2 - 2的陪集 （: r 2 - 2) + 就是微分方程 ^| + X 2/ = X 3 
的全部解. 

2陪集的性质 

陪集具有如下基本性质. 

性质 1.4.1 设 a ，6 e G , 丑是 G 的予群，则映射 f aH — bH , g ^ to - ~是 
双射. 

证明 容易看出映射/是有意义的.定义映射 ^-bH ^ aH,g ^ 紐-^，则 
<^。/和/ ° V 5 都是恒等映射，所以/是双射 - _ 

推论 1.4.1 设 a ，& e G ， 丑是 G 的子群，则 a 丑和沾有相同的元素 
个数. 

思考题 1.4.2 设 F 是 G 的一个子群， a 送丑 ，则 G 的左陪集 aF 和孖有公 
共的元素吗？ 

没有. 假如 heHr \ aH , 则存在知 e aH , 使得& = ah , 故 a = hh ^ 1 e 丑，但 
这与 a ^ H 矛盾，所以丑 n aff 是空集 • 

思考题 1.4.3 设丑是 G 的一个子群， a ， b € G , 苦 b 不 AaH 中的元素，则 
G 的左陪集 ail 和6孖有公共的元素吗？ 

没有. 从下 面命题的证明容易看出. 

命题 1.4.1 aH = bH 当且仅当 a _1 6 G H . 

证明 设 aH 二 bH , beaH , 因此存在 heH , 使得& = a / i ， 所以 a^b = heH . 

反过来，设 a~ x b G H , 令 h = a -1 6, M h G H , b = ah G aH . 从而 bff Q aH . 
另夕卜， b~ x a = ( a -1 ^) -1 e H , 因此， a 丑 £ WJ ， 所以 aH = bH . ■ 


推论 1.4.2 若 ai ? n W ? # 0，则 ai ? = Wf . 
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证明 设 3 e airn Wi ••则 g = ah = bh', 其中 \ /i' e 丑 . 因此 d hh' - 1 £ 
H, 所以 aH = bH. ■ 

3 Lagrange 定理 


由于 a e ( 2 丑对任何 aeG 成立，故 G 中每个 
元素都属于丑的一个左陪集，所以 G 可以表示成 
一些互不相交的左陪集的并，也就是说丑的左陪 
集给出了 G 的一 种划分 ( partition ). 




定义 1.4.2 群 G 的子群丑的陪集个数称为 
F 在 G 中 的指数 ( index ), 记作 [G :丑]，这里的 
[G-.H] 可以是某个自然数或 oo . 


Lagrange 证明了置换群的任一元的阶是该群的 
阶的因子， Jordan 利用把一个群分解成其子群的陪 
集的方法证明有限群的任一子群的阶是该群的阶的 
因子. 


定理 1.4.1 ( Lagrange ) it H 是有限群 G 的一个子群，则 \G\ = \H\[G : H]. 


证明 这是因为 每个陪 集都含|丑|个元素 .■ 


推论 H 3 设 G 是一个 n 阶有限群 ， a e G ， 则 
a 的阶整除 

证明 由 于子群 <a> 的元素个数就是 a 的阶， 
故 a 約 阶整除 | G |. B 

思考題 1.4.4 Lagrange 定理的逆命题成立吗？ 

给定一个有限群 G 和一个整除 G 的阶的整数 m ， 
G 并不一定有 阶数为 m 的 子群.最简单的例子是4次 
对称群 公 中所有偶置换所构成的群乂 4 ,它的阶是12; 
但对于12 的因数6, A 4 没有6 阶的子群. 



定义 1.4.3 设 G 为有限群，若每个整除 G 的价的整数 m,G 一定有 阶数# 
m 的子群，则称群 G 是 Lagrange 的. 
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这类群的研究可见 McLain D H ①和 Humphreys J F ®. 

4 Lagrange 定理的应用 


下面来看看 Lagrange 定理的应用. 


例 1.4.5 试证明素数阶的有限群是循环群. 

证明设 p = | G !. 任取 a e G，a # e . 贝 !] o ( a ) > 1 且 o ( a )\ p , 由于 p 是素数, 
因此 o ( a ) = p ， 所以 G =< a >. ■ 

例 1.4.6 设 G 是有限群， a EG , 试证明= e . 

证明由 Lagrange 定理可知 a 的阶 o ⑷整除 G 的阶 | G |, 因为 ⑷ = e ，所 
以 a 問= e . ■ 

当 a , fe 是整数时，若 m 整除 a — 6,则称 a 和6是同余的， 记为 a 三 6 (mod m ). 
Fermat 1636年在研究完全数时发现2〃 - 2能被素数 p 整除.之后不久，即1640 
年10月18日，致信 Bernard Erenicle de Bessy , Fermat 说他能证明更一般的情 
况：如果 P 是一个素数， a 是和 p 互素的任意整数，那么 aP - 1 - 1能被 p 整除, 
即 a p-1 = l ( modp ). 这就是现在所说的 Fermat 小定理.1736年， Eider 证明了 
Fermat 小定理，随后1750年和1761年又分别给出了两个证明，其中前两个证明利 
用了归纳法和二项式公式.有趣的是利用上面的结论，还可以给出数论中的 Fermat 
小定理 （ Fermat’s little theorem ) 一个简短的证明. 

定理 1.4.2 (Fermat 小 定理） 若 p 是素数，并且 a 不是 p 的倍数 ，则 

a^ -1 = l ( modp ). 

证明由于 p 是素数，故 Z ; = {1，5,… 1} 在乘法下是一个乘法群.由 a 
不是 P 的倍数可知石 e Z &， 从而茂的 | Z $| 次方等于1；故 W = ㈤ p- 1 = T ，所以 
( a) p_1 - l ( modp ). ■ 

思考题 1.4.5 设丑， ir 是群 G 的两个有限予群， HK 一定是 G 的子群吗？ 

在丑， K 是群 G 的两个有限子群时，无论丑兀是不是 G 的子群，一样可以用 
群的阶的记法，用 \ HK \ 来记 Fif 中元素的个数. 

① McLain D H. The existence of subgroups of given order in finite groups. Proc. Cambridge 
Philos. Soc., 1957, 53: 278-285. 

② Humphreys J F. On groups satisfying the converse of Lagrange’s theorem. Proc. Cambridge 
Philos. Soc., 1974, 75: 25-32. 
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定理 1.4.3 


设 H , K 是群 G 的两个有限子群，则 


HK \ 


\HnK\' 


证明明显地，的元素个数最多不会超过 \ H \\ K \. 由于丑 K 中的元素都具 
有形式 hk{h ^ H,k E K ), 故只需考虑对于 h 6 H，k Q K ,与 hk 相等的兀素有多少， 
如果 h ， h / e E K , hk = h ' k ', 那么 h /_1 h = k ' k ~ l , 因此记 c = h'~ 1 h = fc ' fe 一 1 

时，有 c e n ii ：， 并且 /i = h ' c，fc = c - x k '. 

反过来，对任意的 cG H ( IK , 对于 h & H , keK ,^ h ' = hcT 1 G H , k r = ck E 
K , 使得 Wc = h ' k '. 另外，容易知道，当 c 1; C 2 e i ? H K，ci _ C 2 时，有 

h'i — hc^ 1 ^ h' 2 = hc^ 1 , k[ — cik ^ k [ — C2k. 


对任意选定的 h & H , k £ K , 有且仅有 I 丑 n 个丑和 K 中的元素，它们的 

乘积与 Wc 相等，因此 \ HK \ 与 | Hnif | 的乘积就等于 | 丑 |叫， 所以定理成立 .■ 

利用上面的定理，还可以给思考题 1-4.5 一个解答 • 


例 1.4.7 在为={(1)，(12)，(13)，(23)，(123)， (132) 中 ， H = {(1), (12)}, K = 
{(1)， (13)} 是为的子群，试 证明丑 K 不是 S 3 的子群. 


证明 


由于 F n K = {( 1 )}， I 丑 I = 2 ,叫= 2 ,故 


1^1 


\ HP \ K \ 


4, 


HK = {(1), (13), (12), ( I 32 )}. 由 4 不能整除 6 和 Lagrange 定理可知，不 
是 S 3 的子群 .■ 

5 双陪集的定义 


双陪集的特殊例子很早就出现 Cauchy 的工作中，但在群论中系统的考虑归于 
Frobenius . 

定义 1.4.4 设丑， K 是有限群 G 的两个子群，称形如 HaK 的子集为 G 的 
双陪集 (double coset ). 

设丑， K 是有限群 G 的两个子群，不难证明双陪集 HaK 与 HbK 要么相等， 
要么不相交. 
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思考题 1.4.6 双陪集有跟陪集类似的性质吗？ 

例 I . 4 . 8 在对称 群私， 取子群丑={(1)， (12)} 和 iT = {(1)，(13)}，则 

(1) 的双陪集为 H ⑴ K = {(1)，(12)，(13)，(132)}， （23) 的双陪集 ff (23 )K = 
{(1)(23)(1)，(1)(23)(13), (12)(23)(1)， (12)(23)(13))}= {(23)， (123)}. 

因此，关于同样两个子群的不同元素的双陪集的阶可以不一样，并且双陪集的 
阶也不一定整除群的阶. 


1.5 正规子群 


1830年伽罗瓦在研究代数方程的根的性质的过程中，发现了一类很重要的子 
群，这就是正规子群.他证明了对于每个代数方程都对应一个有限群，方程的根的 
性质依赖于方程的群的正规子群的特征，从而正规子群提供了它对应的代数方程的 
解的性质的基础. 

先来看看需要引入正规子群这个概念的原因，设•是群 G 的一个子群，令 Q 
为 H 在 G 中的左陪集全体所构成的集合.设 a 丑 e A 则 a 称为陪集 aF 的一个 
代表元 (representative). 


设 aH, bH 6 n , 能不能将 aH 和 WJ 的乘积定义为 [ab)Hl 由于代表元是不唯 
一的，故这个定义左陪集 (ab)H 必须与代表元 a 和6的选取无关. 

设 a' 和 6' 分别为 ai? 和 6 丑的其他代表元，即 Y = ah, &' = Wc ， 其中 h,k e H. 
为使 {ab)H = (a/b')H, 必须 ㈣ 广十'?/) e 丑，即 b^a^ahbk = b^hbk e H. 也就 
是说 b~ l hb e H 必须对所有 be G 和所有 he H 成立.具有这种性质的子群是伽 
罗瓦发现的，称之为正规子群. 

1 正规子群的定义 

定义 1.5.1 群孖为 G 的子群，若对任意的 a e G, 都有 aH = Ha, 则称孖 
为 G 的一个正规子群 (normal subgroup), 记作 H <G. 

命题 1.5.1 设 U 是群 G 的子群，则 孖是群 G 的正规子群当且仅当 aHa- 1 = 
H 对任意 aeG 成立. 

证明 若 aHa - 1 = H 对任意 a&G 成立，则对任意 heH, 都有 
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ah = ( aha~ 1 )a G Ha . 

故 aif G ffa ， 同理 ifa g aH , 所以 H 是群 G 的正规子群 • 

若 aH = Ha 对任意 a e G 成立，则对任意 a £ G,h € H , ha 属于 a 丑，即 
ha 二 ah ' 对某个 h 1 G H 成立，故 a~ x ha = h r e H , 因此 aHaS H . 对任意 
h e H , 由 aH = ffa 可知 a^H = Ha ~ l , 因此存在 h ' & H 使得 a^h = / i ’ a - 1 成 

、- f-/- 

兑，故 _ _ _ _：L 

h = ( aa^ 1 )h = a ( a _1 h ) = ah ’ cT 1 £ aHa ~ . 

因而丑 g aHa ~\ 所以 aHa - 1 = H 对任意 a G G 成立. ■ 

当丑 <3 G 时,左陪集和右陪集这两个概念等价，因此可以把它们简称为 陪集 . 

伽罗瓦首次证明群 G 关于正规子群丑的陪集构成一个群，这个群称为商群 
G / H . 商群记号 G / H 是 Jordan 在1873年引进的. 


2 商群的定义 

定义 1.5.2 设 F 是群 G 的正规子群，孖的所有陪集在运算 ( aH )( bH ) = 
( ab)H 下是一个群，称为 G 关于 if 的商群 （quotient group ), 记作 G / H . 

容易知道，当 G 是有限群时，有 

\ G / H \ = [ G -. H ] = ^- y 

商群 G / H 中的元素是陪集 aif , 通常可以记作石或 [4 称为由元素 a 所代表 
的陪集 • 

在很多 Abel 群中，群运算用加号+表示,这时陪集应写成 a + F . 

商群 G / H 的全体元素可以写为 

CbxHj Ct2 丑 , * * * , 

其中 a~ l aj i H 对任何¥ j 成立，并且对任意 aeG , 存在 i 使 a- V e F . 


商群 G / H 是什么呢？先来看看下面这个比较 


直观的例子. - 

设 G 表示平面上从点 O 出发的所有向量，则 
在向量的加法下 G 构成加法群.容易知道，对于取 - - _二 
定的向量 a ， 端点在延长线上的所有向量就构成 G 



包含 a 的子群 


b+H 


H 







任取 M if , 则向量&所在的陪集6 + i ? 就是过6的端点并且与直线 a 平行的 
所有向量. 

由于 G 是交换群，故 F 是 G 的正规子群，商 
群 G / H 由一切平行于 a 的直线组成. 

{b+c)+H 

两条平行线 6 + 和 C + H 的和为过向量 b + C 
一 / d ^一 的端点平行于 a 的直线 ( b + c ) + H , 商群 G / 丑的零 

一 一:二 - r / l 二-1二 5 元就是 a 所在的直线 H , b + H 的逆元就是 (- b )+ H , 
一一，•-一 {- b )+ H . 它与6 +丑关于直线 a 对称. 

例 1.5.1 K 上的行列式等于1的 n 阶方阵 
群见„(幻是^阶可逆矩阵群 GL n ( K ) 的正规子 
群.但 n 阶上三角矩阵全体所构成的子群不是 n 阶 
可逆矩阵群 GL n ( K ) 的正规子群. 

例 1.5.2 fT = { cl n \c eK , c ^ O } Mn 阶可逆矩阵群 GL n ( K ) 的正规子群，商 
群 GL n ( K)/H 通常记作 PGL n ( K ), 称为射 影一般线性群 (projective general linear 
group ). 

例 1.5.3 令丑 ={ e ，(123), (I 32 )} C 而，则丑是 S 3 的正规子群，商群 S 3 /H 
含两个元素丑和 （12)丑， 第一个元素是单位元. 

例 1.5.4 设 n 是大于1的自然数， 令 nZ 为被 n 整除的整数全体所构成的 
集合，则 Z / nZ 是一个 n 阶循环群，其元素可列举如下 

0,1，2,…， — 1， 

其中 T 可选作这个循环群的生成元. 

下面的问题是很有意思的. 

思考题 1.5.1 如果群 G 中每个元的阶都是有限的，那么群 G 的阶一定是有 
限的吗？ 

不一定.利用商群，可以容易地构造出下面的例子. 

例 1.5.5 记 Q 是全体有理数在加法下构成 Abel 群，商群 Q / Z 是无限群，但 
是每个元素的阶是有限的.实际上，对任意有理数 a e Q / Z ， 存在整数 m 和 n ， 使 
得 a =^+ Z ， 从而 ma = n+Z = 0 + Z ， 因此 a 的阶是有限的.但明显地，群 Q/Z 
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是无限群. 

思考题 1.5.2 设 if 不是 G 的正规子群，二元运算 { aH ){ bH ) = ( ab)H 有意 
义吗？ 

例 1.5.6 K = { e , (12)} 是为的一个二阶子群，它的左陪集为 

K = eK , 

(13 )K = {(13),(123)}, 

(23)^ = {(23),(132)}. 

把 (1 S ) K 中每个元素和 (2 S ) K 中每个元素分别相乘，得 

(132), (23), (12), e , 

它们不构成陪集.这个例子表明对于非正规子群陪集的集合不能定义合理的乘法. 

容易知道，平凡子群总是正规子群.若群 G 是交换群，则它的任意子群都一定 
是正规子群.反过来呢？ 

思考题 1.5.3 若群 G 的任意子群都一定是正规子群，群 G —定是交换 
群吗？ 

不一定.有的非交换群的子群都是正规子群，这种群称为 Hamilton 群 ® •在 
复数域上取4个2阶 矩阵： 



在矩阵的乘法下生成一个8元群 

G = { 土 1 ， 土乂， dr . B , 土 C }， 

则 G 只有一个2元子群和三个4元子群，即 

{I, —/}, {A, ——A, /}, 

{£?,-■?， -S,/}, {C, —C, /}. 

不难验证这 4 个子群都是 G 的正规子群,但 G 不是交换群,这是最小的 Hamilton 群. 


① Cappitt D. Generalized Dedekind groups. J. Algebra, 1971, 17: 310-316. 
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3 正规子群的性质 


性质 1.5.1 设孖是 G 的正规子群 ， K 先 G 的包含 H 的子群， 则孖是 允 
的正规子群. 

定义 1.5.3 设 G 是一个群， g^G, 形如 a- 1 糾(这里 a £ G) 的元素称为 g 的 
共 扼元. 若丑是 G 的一个子群，则 a_ l Ha 为 G 的子群， 称为 H 的一个共扼子群 
(conjugate subgroup ). 

性质 1.5.2 H 是群 G 的正规子群当且仅当孖的所有共辄子群等于丑_ 

例 1.5.7 设 F 是群 G 的子群,满足 [ G : H } = 2 ,试证明 F 是群 G 的正规 
子群. 

证明当 a e 孖时，明显地有 all = Ha . 若 a _丑，则 aH & H 的一个不同 
于丑的左陪集.由于 [G : if ] = 2, if 在 G 中只有两个左陪集，故£1丑= G \ i ? .同 
理丑 a = G \ H , 所以 aH = Ha , 因此是群 G 的正规子群. ■ 

明显地，任何一个群 G 的中心 C(G) 总是 G 的正规子群，正规子群具有下面 
一些性质. 

性质 1.5.3 设丑和瓦为群 G* 的子群，则 

(1) 若丑和 ii ： 都是群 G 的正规子群，则丑与 K 的乘积 HK 也是群 G 的正 

规子群. • 

( 2 ) 若丑和冗都是群 G 的正规子群，则丑与仄的交也是群 G 的正规子群. 

(3) 若丑和 •?!： 都是群 G 的正规子群，并且丑与尺的交为 { e }, 则 /iJt =姑 
对任意的 he H 和任意的 k eK 成立 • 

例 1.5.8 设 5 是 G 的一个子集，若 a~ l sa E S 对任意 a E G,s e S 成立，试 
证明由 S 生成的子群是 G 的正规子群. 

证明设&是 S 生成的子群 <S> 中任意一个元素，则 


b = s k 1 1 ■■- 4" G S , 

这里 Si e S ， ％为整数.不妨设 h > 0, fc 2 < 0, h > 0,则 


a _ 1 6 a =(a - 1 sia)(a _ 1 sia) - - - (a _ 1 siG)(a _ 1 S2a) _：l '(a _ 1 'S2a ) _1 • -- 

(a _1 S2a)— 1 … (a _1 5 n a) 
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(上式中 a _1 sia 有 h 个, a - 有 | fc 2 | 个，…， a - bnCi 有 fc „ 个).由于右边的每 
一项都属于< S >，从而 a^ba e < S >, 所以由 S 生成的子群是 G 的正规子群. ■ 

4换位子群 


Dedekind 在1897年研究群论时引进了换位子群这个概念,并证明换位子群一 
定是正规的. 

定义 1.5.4 群 G 中可以写成形式的元素称为换位子，所有 G 的有 
限个换位子的乘积构成 G 的正规子群,称为 G 的换位子群 （commutataor subgroub ) 
或导群 (derived group ), 记为 [ G ， G ] 或 G '. 

例 1.5.9 不难验证对称群灸的换位子群为[馬，灸]= A 3 . 

性质 1.5.4 (1) 若丑是群 G 的子群，则 

(2) 苦 H 是群 G 的正规•^群，则 （ G / 孖) ' = G ' H / H . 

证明 （1) 由定义容易知道 e G ' 成立. 

(2) ( G / H )' 是所有形如 a ^ Hb^HaHbH = a-VabH 的元的有限乘积，由于 
dW e G ，， 故 a ~ l b- l abH e G ' H / H , 从而 [ G/HY Q G ' H / H . 

n 

反过来，对任意 cH e G ' H / H , 有 c e G ，， 故 c = Yla ^ b -^ ib ^ a ^ biEG , 因此 

i=l 

cH = V a 4 H s ( G / H )', 

\i=l J i=l 

从而 G'H/H C (G/Hy. 综合上述，有 {GjH)' = G'H/H. ■ 

利用群 G 的换位子群 [ G ， G ] 或 G '， 还可以将一般群 G 进行“交换”化,其实 
不难验证 G / G ' 就是交换群. 

实际上，对任意的 a ， 6 e G ， 有涵= aG ' bG ' - abG ， = G'ab 二 G ' abia ^ b ^ ba ) = 
G '( a 6 a - A -> a ， 由 G ' 是群 G 的换位子群可知， aba _ 1 b - 1 eG , ， 从而 

G ' iaba ^ b-^ba = G'ba = G ' bG'a = ba . 

所以 G / G ' 就是交换群. 

另外，如果 H 是 G 的正规子群， G / H 是交换群，那么对任意的 a , 6 e G ， 有 
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由于 G / H 是交换群，故 

HaHbHa - l Hb~ l = HaHa ^ HbHb - 1 : H { aa ~ 1 ) H { bb - 1 ) = H . 

因此由 Haba ，- 1 = H 可得， abd ，- 1 G 丑，因而丑一定包含 G 的换位子群 G '， 
所以换位子群 G ' 是使得 G 关于它的正规子群的商群成为交换群的最小正规子群. 

思考题 1.5.4 设 H 是群 G 的子群，若丑的换位子群与 G 的换位子群一样， 
则是否一定有 ^ = 

不一定，其实不难看出，当 G 是交换群时，对于 G 的任意真子群丑，都有 
H ' = G ' = { e }. 

定义 1.5.5 设丑是群 G 的子群，称 N g ( H ) = {ae G \ a- l Ha = ff } 为 H 在 
G 中的正规化子群 （ normalizer ). 

例 1.5.10 设开是 G 的一个子群，试证明正规化子群 N G ( H ) 是 G 的子群, 
并且丑是正规化子群 N g ( H ) 的正规子群. 

证明 先证 iV G (丑）是 G 的子群. 

设 a e iV G Cff ), 则 a^Ha =丑，故 aHa - 1 = H , 从而 a - 1 e N G ( H ). 因此正规 
化子群 N g { H ) 对求逆封闭 • 

设 a,b € iVc (丑).则 ( ab )~ 1 H ( ab ) = b ~ 1 ( a ~ 1 Ha)b = b~ l Hb = H . 故 e 
iV G ( iI ), 即 N a { H ) 对乘法封闭，因此正规化子群是 G 的子群 • 

根据正规化子群 N g ( H ) 的定义 N g ( H ) = { a € G \ a- l Ha = H }, 容易知道 H 
是正规化子群 N G ( H ) 的正规子群. ■ 

思考题 1.5.5 若 Hi 是 H 2 的正规子群， H 2 AG 的正规子群，则丑！是否一 
定是 G 的正规子群呢？ 

不一定，容易验证，丑 i = ( e , (12)(34)} 是丑 2 = { e , (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 
的正规子群，丑 2 是对称群&的正规子群，但丑 i 不是对称群 S 4 的正规子群 • 

5 正规子群的推广 

由于正规子群在有限群的研究中有着非常重要的作用，故很多数学家引入了与 
正规性质密切相关但性质弱一些的概念 . Ore 在 I 939 年定义 了拟正规子群 ( quasi - 
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normal subgroup ), 设丑是 G 的子群,若对 G 的任意子群 _ RT ， 都有 HK = if if , 则 
称 H 为 G 的拟正规子群①. Kegel 在1962年引入了比拟正规子群更弱的正规性, 
设丑是 G 的子群, 若 H 与 G 的所有 Sylow 子群 K 都可交换，即有丑 if = KH , 
则称丑为 G 的 S - 拟正规子群②. 

如果群 G 有一个循环的正规子群使得 G / H 也是循环群，则称 G 为亚循 
环群 (metacyclic group ). 若有限群 G 的每个 Sylow 子群都是循环群，则 G —定是 
亚循环群.亚循环群的性质已经得到了较深入的讨论③. 


1.6 交错群 


交错群是对称群&中所有偶置换所构成的群，交错群是 | 阶群，它 
具有下面的一些性质. 

1交错群的性质 

定理 1.6.1 当 n > 1时，交错群人是对称群 S n 的正规子群. 

证明 ⑴先证是 iSn 的子群.设 C7，T e 则 cr，T 可以表示成別和 2 m 
个对换的乘积，故 CTT 可表示成 2 (Z + m ) 个对换的乘积，因而 ctt e 类似可证 

对求逆也封闭，所以1是对称群&的子群. 

(2) 下面证明是对 称群& 的正规 子群. 由于 (t h (12) a 给出人 到奇置 
换集合的一个双射,而每一个置换不是偶置换就是奇置换，故& = ^^(12)4^ ，因 
此: A 0 = 2•所以， A n 是对称群的正规子群 • _ 

2单群的定义和例子 

伽罗瓦将没有非平凡正规子群的群称为单群,他还提出了一个 猜想： 阶是合成 
数的最小单群是60阶的群. 


定义 1.6.1 —个不包含非平凡正规子群的群称为单群 (simple group ). 


① Ore O. Contributions to the theory of groups. Duck Math. J., 1939, 5: 431-460. 

② Kegal O H. Sylow grouppen and subnormalteiler endlicher grouppen. Math. Z., 1962 ， 78: 
202 - 221 . 

③ Shmel，kin A L. Metacyclic group // Hazewinkel, Michiel, Encyclopaedia of Mathematics. 
Springer, 2001. 
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推论 1.6.1 当 ra > 2时，对称群5^不是单群. 

对 于戌， 不难验证，下面引理成立. 

引理 1.6.1 交错群 A 5 中所有的 3 -循环置换共扼. 

引理 1.6.2 交错群 A 5 的每个元素或是 3 -循环置换或是一些 3 -循环置换的 
乘积. 

定理 1.6.2 交 错群戌 是单群. 

证明 设丑 是交错群乂 5 的正规子群,且丑一 {(1)}_ 若丑含有 3 -循环置换， 
由 F 是 A 5 的正规子群可知，丑含有它所有的共轭.根据上面引理， H 含有每个 
3 -循环置换.因此要证明丑=益 5 ,只需证明丑含有 3 -循环置换. 

由于丑# {(1)}, 故它含有某个 cr # (1). 不妨假设丑含有 
(7= (123), = (12)(34) 或 ct = (12345). 

情形一. 若 a 是 3 -循环置换，则丑含有 3 -循环置换. 

情 形二 . 若 cr = (12)(34) e 好 , 令 /3 = (345), t =点⑽- 1 ，则 t = (12)(45) e 丑， 
因而 CTT = (345) E if, 故 or 是 3 -循环置换，因此 i? 含有 3 -循环置换. 

情形三. 若 a = (12345) e 令 t 二 (123), r = /3a 广 1 ，则 

r = (23145) e H. 

因而 a- 1 = (23145)(54321) = (124) G ii •，故 tct - 1 是 3 -循环置换，因此 F 含 
有 3 -循环置换. 

至此己经证明，在所有的情形中，丑均含有 3 -循环置换，故 F = A 5 . 因此，交 
错群 A 5 的正规子群只有{⑴}和 A 5 本身，所以交错群 A 5 是单群 .■ 

类似地,对于交错群有如下结论成立. 

引理 1.6.3 当 n > 2 时，对称群可由所有的对换生成，即 
5„=<(12),(13),--- ,(ln)> . 

交错群可由所有的 3 轮换生成，即 =< (123), (124),-- - , (12rx) >. 

利用上面引理，可以证明如下定理. 




1.7 群的同态 


. 31 . 


定理 1.6.3 当 n 彡5 时，交错群是单群. 

Feit 和 Thompson 在1963年证明了著名的 Burnside 猜想： 非交换的单群的元 
素个数一定是偶数 


1.7 群的同态 

群的同态和它的核的明确研究是 Gapelli 在 1878 年开始的. 

1群同态的基本概念 

定义 1.7.1 设 G !, G 2 为两个群，映射/ : Q — G 2 ，若 f { ab ) = /⑷ /(&) 对 
任意 a,bG G x 成立，则称/为同态 （ homomorphism ). 

定义 1.7.2 设为两个群，分别以 e ! 和 e 2 为单位元，/为 G 到 G 2 
的同态，记 Ker ( f ) = {ae G 1 jf ( a ) = e 2 }, 称为/的核 (kernel). /是羊射当且仅当 
Ker (/) = { ei }, 这时称 / 为一个单同态 （ monomorphism ). 

记 Im (/) = {: / ⑷ |a e Gi }, 这是 G 2 的一个子群,称为/的像 ( image ). /是满 
射当且仅当 Im (/) = G 2 , 这时/称为一个满同态 （ epimorptiism ). 

2群同态的性质 

容易证明，若/为 G 到 G 2 的同态，则/的核是 G 的一个正规子群. 

性质 1.7.1 设 G !, G 2 为两个群，分别以 e ! 和 e 2 为单位元，/ : — G 2 是 

一个群同态，则 

(1) /将 G 的单位元映为 G 2 的单 位元； 

(2) /将 a e Gi 的逆元映为 G 2 中 /( a ) 的逆元，即 /( aT 1 ) = /( a ) -1 ; 

(3) 若 aeGi 的阶是有限的，则/⑷的阶 o (/( a )) —定整除 a 的阶 o ⑷. 

证明 (1) 由于对任意的 a 6 有 eia = a ， 故 

f ( eia ) = /( ei )/ ⑷=/⑷= e 2 / ⑷， 

① Feit W, Thompson J G. Solvability of groups of odd order. Pacific J. Math., 1963 ， 13: 
7T5-1029. 
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因而 e 2 = /( ei ). 

(2) 由于对任意的 a G Gi ，有 /( a _1 )/( a ) = /( a -1 a ) = /( e ： L ) = e 2 , 故 = 

/ ⑷ - 、 

(3) 由于对任意的 aeGi , W /( a )+) = /( a °( a )) = /( e !) = e 2 , 故 / ⑷的阶一 
定整除 a 的阶 o ( a )_ ■. 

例 1.7.1 设丑是 G 的正规子群，则 tt : G — GjH , a ^ d 是一个满同态，称 
为 G 到 G / ff 的自然同态. 

例 1.7.2 令 

G =\\ 1 a ]| a e zl . 

U。H J 

则 G 在矩阵乘法下构成一个群,映射 

1 a 

f:G — Z , 

0 1 


是一个同构. 

例 1.7.3 设 g 是群 G 中某个元素，映射 

/ : G — > G , cl | ~~> g 1 ag 

是 G 的一个自同构，称为内 自同构 (inner automorphism). 

设 A , 5都是 n 阶方阵，若有可逆方阵 P , 使得 P- X AP = S ， 则 S 是 A 的相 
似矩阵.因此当 G 为 n 阶可逆矩阵群 GL n (K) 0 t , 内自同构就是矩阵的相似变换. 

定义 1.7.3 如果/既是单同态又是满同态，即是双射，则/称为同构 （ iso¬ 
morphism). 如果两个群 Gi ， G2 之间存在一个同构，则称这两个群是同构的，记作 
Gi ^ G 2 - 群 G 到它自身的一个同构称为自同构 （ automorphism). 

群的同构概念属于伽罗瓦,两个同构的群意味着它们有相同的群结构，因此可 
以将不同的两个同构群说成是同一个群.比如说只有一个 2 阶群，就意味着任何两 
个2阶群是同构的. 

在下面的两个群和 G 2 中，表面上来看，它们的元素不同，运算也不同，但 
它们的代数结构是一样的. 
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在 G 2 中，取 e = l,a = e 警，6 = ef ,则在乘法下 G2 是一个乘法群，而 Gi 是 
满足1 + 2 = 0的加法群. 



G 1 的群表 G 2 的群表 

从上面的群表可以看出，如果定义映射/ : Gi — G 2 为/⑼=1, /( I ) = a , 
/(2) = &,则/为 Q 到 G 2 的同构，从代数结构来讲, G 和 G 2 是一样的. 

要证明两个群同构，就需要构造出一个同构映射来，但有时是比较困难的.当 
要判别两个群不同构时，其实只要找到一个和群有关的性质，一个群具有该性质，而 
另一个群不具有就可以了. 

例 1.7.4 试证明有理数加法群 ( Q .+) 和非零有理数乘法群 ( Q *, ■) 一定不 
同构. 

证明 反证法.假设有理数加法群 ( Q ,+) 和非零有理数乘法群 ( Q *,-) 同构， 
/为同构映射，则存在 q & Q , 使得 /( g ) = -1，故 

/ (I)] 2 = / (2) / (1) = ’ (I + •) = ’ ⑷一 1 • 

从而有理数/ 的平方为-1，矛盾,所以有理数加法群 ( Q ,+) 和非零有理数乘 

法群 ( Q *,-) 一定不同构. ■ 

例 1.7.5 由于 Z 2 和 Z 8 是交换群，故可用 z 2 ® Z 8 来表示 {( m , n)|m £ Z 2 , 
n e Z 8 } 在加法+ ( m 2 , n 2 ) = { nh + m 2 , rh + n 2 ) 下构成的交换群.虽然 
Z 2 ® Z 8 和 Z 4 ® Z 4 都是 16 阶 Abel 但它们不同构，因为群 Z 2 ㊉ Z 8 具有一个 
8 阶元，而群 Z 4 ㊉ Z 4 没有8阶元 • 

例 1.7.6 设丑是 G 的一个子群，则 i :丑 — ^ A 是一个单同态.反之, 
若/ : Gi — G 2 是一个单同态，则可以看做 G 2 的一个子群. 
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3 同态和同构的定理 

定理 1.7.1(同态基本定理） 设 f •_ (h — G 2 是一个群同态，则 

(1) /的核 Ker (/) 是 G 的正规 子群； 

(2) 商群 Gi / KerCf ) 与/的像 Im (/) 同构. 

证明 （1) 容易验证 Ker (/) 是 Gi 的正规 子群. 

(2) 定义映射 p : GVKerf ：/) — Im (/), 对任意 aKer(f) 6 Gi / Ke ^/), 规定 
<p(aKer(f)) = f(a). 

先验证 V ? 的这个定义是合理的，即设 a ' e aKei(f) 是另一个代表元，则 a ' = 
ah, h € Ker (/). 于是 

/( a ') = /⑷/⑻ =/( a ) e 2 = /( a ). 

这就证明了 ^( aKer (/)) 与代表元 a 的选取无关，因此映射 p 的定义是合理的 ■ 

容易验证 V 是满同态•设 aKer (/),6 Ker (/) e G 1 /Kev(f) 满足 /( a ) = / ㈤ ，则 
/( o _1 &) = e 2 . 于是 a _1 6 6 Ker (/), 因而 aKer (/) = & Ker (/)， 故 p 是单同态，所以 

下面例子给出了同态基本定理的应用. 

例 1.7.7 任何一个 n 阶循环群同构于商群 Z / Z n . 

证明 设 G 是一个 n 阶循环群，以 a 为生成元.作映射 

/ : Z ^ G , m ^ a m . 

则/是一个满同态，并且以 nZ 为核_由同态基本定理得知 

Z / Z „ 这 G. ■ 

由上面的例子，容易知道下面结论成立. 

命题 1.7.1 所有同阶的有限循环群是同构的 • 

例 1.7.8 (7[0, 1] 为[0, 1] 上的所有连续函数在函数加法下构成的交换群，定 

义 C [0,1] 到实数 R 的映射/，/ : a ⑴^ a (0)， 则容易验证/是 C [0,1] 到实数 R 
的群同态，并且/是满的，因此由同态基本定理可知 C [0,1]/ Ker (/) ^ R . 
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性质 1.7.2 设/ : Gi G 2 是一个群同态，是 G 2 的一个子群，则 
r\H 2 ) ={ae G 」/ ⑷ e 丑 2 }是 Q 的一个包含 Ker (/) 的子群. 

证明设 a ，6 € /- 则 f ( a ), f ( b ) eH 2 . 于是 /( a ^ 1 ) = f ( a ) f ( b ) - 1 e H 2 . 
因此 ab~ l e 所以厂 1 (丑 2 ) 是 Q 的子群. 

设 a e Ker (/)， 则 / ⑷ = e 2 G 丑 2 .故 a G /— 1 (丑 2 )，所以 Ker (/) C 广 1 (丑 2 ), ■ 

容易想到,商群的商群会很复杂,好在下面的同构定理可以使这种复杂性变得 
简单些. 

定理1.7.2(第一同构定理）设丑和 iV 都是 G 的正规子群，且丑£ JV ， 则 

( G / H ) / ( N / H ) ^ G / N . 

证明由于 F 和 7 V 都是 G 的正规子群,且故 JT 是 7 V 的正规子群， 
并且 N / H 是 G / H 的正规子群，因而式子中的所有商群都是有意义的. 

令 p : G — [ G / H )/{ N / H ) 为自然同态 G — G/H 和 G/H ^ { G / H )/{ N / H ) 
的复合，由于自然同态都是满同态，故#是一个满同态. 

明显地 ， iV £ Kerb ). 反过来，若 g e Ker ( p ), 则 gff € N / H , 故存在 s e JV , 使 
得 gi ? = si ?, 因而由丑 g iV 可得 g £ N , 因此 Ker (^) C N . 

所以 N = Ker (^), 根据同态基本定理可知第一同构定理成立 .■ 

定理1.7.3(第二同构定理） 设孖是 G 的正规子群 ， K AG 的一个子群.令 

KH = { ab \ aeK , beH }, 

则 KH 先 G 的子群，且 


KH / H ^ K / KC \ H . 

证明⑴设 s , t £ KH , M s = ab,t = cd , 其中 a , c € K , b , dGH . 于是 
st~ x = abdT 1 ^ 1 = ( ac _1 )( cM 一 1 c _1 ) e KH . 

因此， KH 是 G 的子群. 


(2) 容易知道 H 凫 KH 的正规子群和 if n 丑是 K 的正规 子群. 
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(3) 作映射 中 -.K — K 丑/丑 ， a ^ a 丑，贝 IJ 沪是一个满同态，并且以 KnH 为核， 
因此由同态基本定理可知本定理成立._ 

思考题 1.7.1 —个群有可能与它的真子群同构吗？ 

可以的.事实上，整数加法群 Z 和它的偶数子群 H 之间存在同构 
^>( n ) = 2 n , 因此整数群 Z 与它真子群丑同构 • 

4变换群的定义 

定义 1.7.4 非空集合4的所有可逆变换关于变换的合成所构成的群，称为 
A 的对称群 （symmetric group ), 记为5^，5^的一个子群称为 A 的一个变换群 
(transformation group ). 

容易看出，当4为有限集时，如4 = {1,2,3, …， n }， 则心就是前面讨论过的 
对称群 

5 Cayley 定理 

Cayley 在1854年证明了下面的结果，揭示了变换群与一般群之间的关系. 
定理 1.7.4 每一个群都与一个变换群同构. 

证明设 G 是一个群,则对任意的 a e G , 定义 G 到 G 的变换为 

f a : x ^ ax , 任意 x e G , 

则容易知道厶是 G 到 G 的可逆变换，因此不难验证 if = { f a \a £ G } 关于变换的 
合成构成 Sc ； 的一个子群. 

令中 •• a — f a , 则容易知道是满射，对于 G 中两个不同的元素 a 和6,有 
/ a ( e ) 与 Me ) 不相等，因此 / a 与九不相等，从而#是单射,故#为 G 到的一 
一对应 • 

由于 v ( ab ) = f ab = f a f b = + M 6)， 故是 G 到丑的同构，所以任意一个群都 
与一个变换群同构. ■ 

例 1.7.9 若 G = { l ， e ¥, e ¥}, 则 G 在乘法下为群，并且 
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如用循环来表示，则 

h = (1), / e¥ = (123)， / e¥ = (132)， 

因此容易知道 G 与的的子群 H = {(1)， (123), (132)} 同构. 

推论 1.7.1 若 G 是 ri 阶有限群，则 G 与&的 一个子群同构 • 

思考题 1.7.2 对任何给定的正整数 n ， 互不同构的 n 阶群一定只有有限 

个吗？ 

事实上，由于任何 n 阶群都与 n 次对称群的一个子群同构，但是 n ! 阶 
有限群，它只能有有限个子群，故互不同构的 n 阶群只有有限个. 

1.8 群的直积 

群的直积是研究群的主要方法之一，利用直积可以将较大的群分解成一些较小 
的子群的乘积，从而可能把研究较复杂的群简化为研究较简单的群.利用直积，还 
可以从已知的群中构造出新的群. 

1群的内直积 

定义 1.8.1 设 G 是一个群， Ni(i= 1,2, …， n) 先 G 的 n 个正规子群且适合 
下列条件： 


( 1 ) G = N 曲 … N n .， 
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(2) Ni n Ni … NhNw … N n = { e } 对一切 f = 1,2 ，..，，n 成立； 

则称 G I N # = 1，2,…， n ) 的内直积_ 

定理 1.8.1 设 Ni(i = 1，2, …， n ) 是群 G 的正规子群，则 G 是 Ni(i = 
1, 2, ••- , n ) 的内直积的充要条件是： 

(1) G = N X N 2 -- N n ; 

(2) G 中元素用况中元的乘积表示唯一，即若 

9 = 9^9^ "' * 9 n = 

則必有 gi = hi(i = 1,2, ...， n ). 

证明设 G 是 = 1， 2, … ， n ) 的内直积，明显地只需证明⑺成立. 

若 gi € Ni，gj € Nj,i / j , 由于 Nif ] Nj 。 NiC \ N \ N2 … Ni - iN^i ■ ■ ■ N n = { e } ; 
故况 n % = { e } ■由均 是群 G 的正规子群可知 gmo ^ gj 1 = ^ 

同理可证 gigjg ^ gj 1 = 仍 € 况，故 9^9^9 J 1 = e , 从而 = 9 j 9 i . 

如果 5 二 5152 … 9 n = hih 2 … h n ( gi , hi € Ni ), 那么 

"rbi =h 2 ， . • h n g:W … g^ 1 

=h2 … h n -\Xh n g: 1 、 g:hi. • • g; 1 

為 _ •.九 n — idi(XH '"92 l 


= (^2^2 1 ) (^3^3 X ) * ' * ("nO 
E N2NS * • * N n . 

因此 e iVi n N 2 N 3 ...N n = {e}, BP hi = gi. 从而由 5 = gig 2 -- 9 n = 

h\ll 2 . • • h n 可得 ， 92 ' ' ' 9 n = ^2 • • ' h n . 利用 [r] 样方法可证得沒 2 = 斤 2,…，= "n- 

反过来，如果（ 1) 、⑶成立，要证 Ni C\ N1N2 …… N n = {e } 对 
i = 1,2,… ， n 成立， 令 a e NiC\ N1N2 … 爪 _1 爪 + 1… iVn ， 则 

a = gi = gi • ■ • 9i-i9i+i … 9n-> 


即 


e • •. egie • • • e = 仍 ... gi-ieg^i - ^g n 
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由表示唯一即得 gi = e,a = e , 所以风 n iV x iV 2 - - - Ni ^ N i+1 ■■• iV n = { e }. ■ 

推论 1.8.1 设 Ni(i = 1,2,…， n ) 是群 G 的正规子群，则 G 是 Ni(i = 
1,2,…， n ) 的内直积的充要条件是： 

(1) G = NtN 2 … N n ' 

⑺若 3152 … ffn = e , 识 e 凡，则 gi = e(i = 1,2, ■■- ,n). 

证明 明显地，只需证明 G 中元素用风中元的乘积表示唯一. 

若 CL € fl ^ j )， 则 d = d { dj <, (%i G iV i , dj G iV j , 故 d^dj = 0 >i = 
eaj = e , 从而 iVj H iVj . = { e}(i ^ j ). 

电 Ni(i = 1 , 2 , •■- ,n) 是群 G 的正规子群可证，若 e iVi,~ e 馬 , (i 笋 j )， 则 
bibj = bjbi. 如果 5 = gig2 • ■ • 9n — h\h2 • - • h n , gi, hi € Ni, 则由于 6 也 = 6 , 如对一 ' 
切 h&NubjeN^i 辛 j) 都成立，故 

gidh; 1 … gnK 1 = (gi92 - - - gn)(hih 2 ■■■h n )~ l =e. 

因而 gi h^ = e, 9i =h u 所以推论成立. 

2群的外直积 

定义 1.8.2 设 G 是群， Gi{i = 1,2, …， n ) 是 n 个群 ， G = Gi x G 2 x ■ ■ • x G „, 
定义 G 中的乘法： 

(gi,g2, … ,9n)(hi,h2, - - - , h n ) = {gihi,g2h 2 , - - - ,g n hn), 

则 （5 在该乘法下构成的群称为是 Gi(i = l ，2，...， n ) 的外直积. 

内直积和外直积在同构的意义下是一致的. 

定理 1.8.2 设群 G 是它的正规子群 Ni(i = 1,2,•■- , n ) 的内直积，又 T = 
iV ! x iV 2 x … x 队 ANi(i = l ,2, ■■- , n ) 的外直积，则 G 与 T 同构 • 

证明 令屮 _.T — G 为 

^(.91,92, - - - ,9n) = g\Q 2 ■■■g n , 

则 p 是满射. 
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由于 

w((9l ， 52, … ,9n)(.hi,h2, - • - , hn)) 

=( ^(分1八1，52^*2, ■ ■ ’ 1 9 n ^ n ') 

—9lhl - 92^2 • - ■ gn.h n 
=9i 92 - - - ffnhih 2 ■ ■ - h n 

=¥ , ((fi , i) 52 ) • - - ，9托))9((卜1，}12, … , h n )), 

故^是群同态. 

若 v {9 i ,32, ■■- ， ffn ) 二 e , 则仍 妇 … ffn = e ，故 = e ，因而 y 是单射，所以 G * 
与 T 同构. ■ 


基于上面的结论,有时不再区分外直积与内直积,统称为群的直积. 


例 1.8.1 设 G 是 m 阶循环群且 P 和《是互素的正整数，试证明 G 可分解 
为 P 阶循环子群与 g 阶循环子群的直积. 


证明 

于是 


设 G =< a >，由于 p 和 g 互素，故存在整数 s 和 * 使得即+句=1， 
a = aTa qt = ( a p y { a q y . 


令 Gi =< # >， G 2 =< >，贝 Ij G = GiGs - 若 6 e nG 2 , 贝 lj o (6) 整除 ^ nGal , 
从而 o (6)| p , o (6)| g . 但 ( p , q ) = 1，故 o (6) = 1, 从而 b = e , 因此 G = Gi x G 2 •明显 
地，#周期为 q , # 的周期为 p ， 所以 G 可分解为 p 阶循环子群 Gi 与 g 阶循环子 
群 G 2 的直积 .■ 


例 1.8.2 六阶循环群是二阶循环群和三阶循环群的直积. 

证明令 G = Z /6 Z , 则 G 有二阶子群丑! = {5,幻和三阶 子群丑 2 = { M ， 2}， 
并且丑 i 和丑 2 满足定理 1.8.1 的条件，所以， G 是二阶循环群和三阶循环群 
H 2 的内直积. ■ 


例 1.8.3 试证明无限循环群 G 不同构于它的两个非平凡群的直积 • 

证明 反证法.假设无限循环群 G =< a >, 它有两个非平凡子群 H =< a m > 
和 K =< # >,使得 G 是它们的内直积，则 

HnK = { e }. 
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但这与 e i / niT 矛盾，所以由反证法原理可知, G 不同构于它的两个非平凡群 
的直积 .■ 


1.9 拓扑群 


拓扑群就是引进了拓扑的群，并且群的乘法和求逆运算关于它的拓扑都是连 
续的. Schreier 在1925年和 Leja 在1927年用略微有点不同的术语定义了拓扑群， 
不过 Leja 的更接近现在的定义. Schreier 还证明了若 F 是拓扑群 G 的闭正规子 
群，则 G / H 是拓扑群. Hausdorff 发现对于一个给定的非空集合，可以用某种方式 
来确定某些子集为开集，然后利用开集就可以建立闭集、闭包和序列收敛等概念， 
Hausdorff 利用这些概念建立了拓扑空间理论. 

1拓扑的定义 

定义 1.9.1 设 G 是一个非空集合， t 是 G 的一族子集，若 t 满足下面的三 
个公理，则称 （ G ， r ) 是拓扑空间. 

(1) 0 € T, G G T ； 

(2) r 中任意个集合的并集属于 r ; 

(3) r 中任意有限个集合的交集属于 r . 

此时称 r 中每一个集合为开集，称 r 为拓扑•若丑的补集是开集，则称丑为 
闭集. 

例 1.9.1 设 G 是一个非空 集合, r 为 G 的子集的全体，则 { G , t ) 是一个拓 
扑空间，此时称 r 为 G 的离散拓扑.此时，对任意 aeG , { a } 都是开集. 

例 1.9.2 设 G = { e , a , b }, r = {0， G ，{ e }，{ e ， a }，{ e ， b }}， 则 ( G , t ) 为 — 拓扑空 
间，并且在 （ G , r ) 中，对含有 a 点和含有6点的任意开集! 7 a 和 C 4, 都有 U a nU b = 0. 

定义 1,9.2 拓扑空间 （ G ， t ) 称为 Hausdorff 空间，若对于 G 中的任意 a , 6, 
a ^ b , 存在两个开集 C/ a 和 使得 a eU a ,b e Ub , JLU a nUb = 0. 
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2拓扑群的定义 

拓扑群是群与拓扑空间的结合，所谓结合，就是群的运算与拓扑空间的结构 
相容. 

定义 1.9.3 集合 G 称为拓扑群，如果 

(1) G 是群. 

(2) G 是拓扑空间 • 

(3) 对任意的 a , beG , 群的运算 ( a , b ) 一 ab - 1 是 GxG — G 的连续映射 • 

条件 （3) 表示了群的运算与拓扑结构的相容性，也常称为相容条件. 

思考题 1.9.1 在任意给定的群 G 上，是否可以定义拓扑，使得 G 成为一个 
拓扑群？ 

例 1.9.3 在任意给定的群 G 上，定义离散的拓扑 t 成为一个离散的拓扑空 
间.显然，群的运算 ( a ， b ) — ab - 1 是连续的，因而群 G 在离散拓扑 t 下是拓扑群. 
这就是说，任意一个群都可以看做一个离散的拓扑群. 

例 1.9.4 全体实数 R 对加法构成群，显然群的运算对 R 上的通常的拓扑相 
容，因而是拓扑群. ' 

定义 1.9.4 作为群的子群与其诱导拓扑构成拓扑群，并称为拓扑子群.也就 
是说，它既是子群又是拓扑子空间. 

例 1.9.5 R 中的全体有理数群 Q 是 R 的子群 . Q 作为拓扑空间 R 的子集 
对其诱导拓扑构成一拓扑空间，即 R 的拓#卜子空间.显然，有理数群 Q 的运算是 
连续的，因而 Q 也是拓扑群，它是 R 的拓扑子群. 

思考题 1.9.2 拓扑群的定义中的相容条件 （3) 能不能用 ( a ， b ) — ab 是连续 

的来代替呢？ 

例 1.9.6 在实数加法群 R 上规定如下的拓扑.对 R 上任意一点 a ， 对于任意 
的正实数 e ， 定义半开区间 [ a ，a + e ) 为 a 的开集，记这样定义的开集全体生成的拓 
扑为 r . 容易知道对于 a < b , 开区间 ( a , b ), 左闭右开的区间 [ a ，6) 和（- oo ，+ oo ) 都 
是拓扑空间 ( R , r ) 的开集.但是对于 a < b , 闭区间 [ M ] 和左开右闭的区间 （ a , &] 
都不是拓扑空间 ( R , r ) 的开集.对该拓扑 t , 不难验证,实数加法群 R 的加法运算 
是连续的,但减法运算不连续.因此,实数加法群 R 在拓扑 t 下不是拓扑群. 
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3 拓扑群的性质 


容易看出下面定理成立. 

定理 1.9.1 若 G 是群且是拓扑空间，则 G 中群的运算和拓扑结构相容的充 
分必要条件是 G 乂 G — G 的映射 （ a ， b ) — 和 G 一 G 的映射 a — a - 1 都是连 
续的. 

定义 1.9.5 若 G 是拓扑群，则 G — G 的映射 p ■_ a — a - 1 是连续的，称 p 
为 G 的逆射. 

因为群 G 中任意元素的逆元素都存在，所以 p 是满映射._ 

定理 1.9.2 若 G 是拓扑群，则逆射 p 是拓扑群 G 上的同胚，即#是双射，# 
和 yp -1 都是群 G 到群 G 的同构映射，并且都是拓扑连续的 • 

若拓扑空间 （ G ， r ) 的任意一个点 a 与不包含这个点的闭集丑，一定存在包含 
a 的开集和包含 H 的开集％，使得 U a nU H = 0 ,则称拓扑空间 ( G , t ) 为正 
则的. 

定理 1.9.3 拓扑群 G 作为拓扑空间是正则的. 

定理 1.9.4 若拓扑群 G 的予群 H 是开集，则孖一定是闭集 • 

证明 设丑 是拓扑群 G 的一个开子群，由于左乘是同胚，故对 G 中的任意 
元意 a , aH 都是开集. 

则 ail 与丑不相交.假若不然，即 aHnH ^ ZS , 必有 i > e a ffn 丑， 
从而必有 hel ^ b = ah . 又因为丑是子群，故 a = bh - 1 eH ,^ aiH 的假设 
矛盾.因而 U clH " 是开集,且是丑的余集，所以丑是闭集 .■ 

a 糸 H 

若 ( G , r ) 是拓扑空间，丑是 . G 的子集，则称包含 H 的最小闭集为丑的闭包， 
记为 H . 

定理 1.9.5 拓扑群 （ G ， r ) 的子群孖的闭包 H 也是子群. 

类似地，还可证下面结论成立. 

定理 1.9.6 若丑是 G 的正规子群，则丑的 闭包頁 也是 G 的正规子群. 

定义 1.9.6 拓扑空间 ( G , t ) 称为连通的，如果 G 不能表为两个非空，不相交 
的开集之并.反之，则称 G 是不连通的. 
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显然，一个拓扑空间是连通的当且仅当它没有非平凡的既开又闭的子集. 

定理 1.9.7 若 G 是连通拓扑群，则它没有真开子群 • 

4 拓扑群研究概况 

在拓扑群中研究得最多的是局部欧氏群.当拓扑群 G 的某一点有邻域同胚于 
欧氏空间的开集，则 G 称为局部欧氏群. Hilbert 第5问题为是否所有的局部欧氏 
群都是李群.1933年 von Neumann 在紧群的情况下解决了 Hilbert 第5，.问题®， 
1934年 Pontryagin 解决了局部紧 Abel 群的情形. Hilbert 第5问题最终的彻底解 
决为 Gleason , Montgomery 和 Zippin 在 1952年获得. 

习题一 


1.1 试验证形如 

, cos a — sin a 
A = 

sin a cos a 

的矩阵在矩阵乘法下是一个群. 

1.2 设 G = {/(*)|/(*)为 [0,1] 的严格单调递增的连续函数，并且满足/(0)= 
0, /( I ) = 1}，对于 f,g GG , 定义乘法/ . g ( t ) = 试证明 G 是一个群. 


1.3 试证明有限群 G 中的每个元素的阶一定是有限的. 


1.4 设 G 是非交换群，试证明一定存在 a e G , 使得 a 2 = e 不成立. 

1.5 设 G 是阶大于2的非交换群，试证明一定存在 M e G , a 和&都不是单 
位兀，并且= 6 a . 

1.6 若群 G 是有限群， a,b e G , 试证明和的阶是一样的.另外，此时 
a 6 c ，6 ca 和 caf ) 的阶是一样的吗？ 

1.7 若群 G 中的元 c 的阶为 mn ， 并且 m 与 n 互素,试证明一定存在 a , beG , 
使得 a 的阶为 m , 6的阶为 n ， 并且 c = 

1.8 若 H 是交换群 G 中所有的有限阶的元素，试证明 H 是 G 的一个 子群. 
如果 G 是非交换群,那么好还是不是 G 的一个子群？ 

① von Neumann J. Die einfuhrung analytischer parameter in topologischen gruppen. Ann. of 
Math., 1933, 34: 170-190. 




1.9 设丑和 K 是群 G 两个非空子群，若丑的阶与 K 的阶的和大于群 G 的 
阶,试证明一定有 G = HK . 

1.10 试证明任意一个群 G 都不可能是它的两个真子群■和 K 的并集. 

1.11 所有 2 x 2 可逆矩阵 GL (2, R ) 全体在矩阵的相乘的乘法下构成非交换 

群，若 a = 1 0 ，试求 a 的中心 (7 ⑷ • 

0 2 

1.12 试证明循环群 G =< a > 的子群丑一定是循 环群. 

1.13 设 G 是 n 阶循环群,若 m 整除 n ， 试证明存在且只存在一个阶为 m 的 
子群. 

1.14 设 G 是一个群， a ,b e G , 若 a 的阶为素数 P ， 并且 a 《< 6 >，试证明 
< a >与< b >的交一定是 {e}. 

1.15 设 G 是群,试证明下列条件是等 价的： 

(1) G 是 Abel 群； . 

(2) 对于所有的 a , beG , 都有 ( ab ) 2 = a 2 b 2 ; 

(3) 对于所有的 a , beG , 都有 ( ab )- 1 = a ，- 1 : 

1.16 设 G 是所有有理数上的2 x 2满秩矩阵全体在矩阵的相乘的乘法下构 
成的非交换群，试找出阶为无限的 a 和阶为有限的6,使得 M 的阶是有限的 • 

1.17 4阶的 Abel 群是否一定为循环群. 

1.18 试给出一个群 G , 使得 G 可以写成它的3个真子群的并集. 

1.19 试证明4阶群 G —定是 Abel 群. 

1.20 若群 G 的阶是奇数,试证明对任意的 a 6 G , 存在唯一的& e G , 使得 
a = b 2 . 

1.21 试给出三次对 称群灸 的所有真子群 • 


1.22 设 


/1234567 
\ 5 7 6 3 1 4 2 


/ 1 2 3 4 5 6 7 

\ 6 4 1 5 2 3 7 


(71 = 


(72 = 
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(1) 求町 1 ，吖 1 的阶； 

⑺求 C ^ CTiO ^" 1 . 

1.23 设 = (327)(26)(14) ， ct 2 = (134)(57 )，试求 <720^7 1 和 n ^ a ^. 

1.24 试给出&的一个正规子群. 

1.25 设 H 和 K 都是群 G 的正规子群，若丑 n if = { e }， 试证明对任意 
a £ H, b G K, 都有 ab = ba_ 

1.26 设丑和 K 分别是群 G 的 m 与 n 阶子群，若 m 与 n 互素，试证明 
HnK={e}. 

1.27 设 G 是非交换的有限群 ， H 是 G 的中心，试证明丑的阶一定小于等于 
G 的阶的四分之一. 

1.28 设丑， K 是 G 的子群，并且 F 是 G 的正规子群，试证明丑尺是 G 的 
子群. 

1.29 试给出四元数群的所有真子群，并且给出证明. 

1.30 设 n 是奇数，<7是阶为的有限 Abel 群，试证明 G 最多只有一个二 
阶子群. 

1.31 试证明 G 是 Abel 群的充要条件为 f : a ^ a ~ x 是群 G 的自同构. 

1.32 试证明单群的同态象是单群或单位元群. 

1.33 设/是群 Gi 到群 G 2 的同态,试证明对于任意 aeGi.W /- H/W) = 
aKer(f). 

1.34 设群 Q 和群 G 2 是阶分别为 m ， n(m > n) 的循环群，试证明 n 整除 m 
的充要条件为存在 f Gt — G 2 为群 Gi 到群 G 2 的满同态. 

1.35 设孖是群 G 的正规子群 ， H 是 G 的极大正规子群是指如果尺是正规 
子群，并且 H CKCG , 则一定有丑= 欠或 K = G ， 试证明 If 是 G 的极大正规 
子群的充要条件为 G / H 是 单群. , 

1.36 设丑是群 G 的正规子群， [G:H}= m, \H\ = n, 并且 m, n 是互素的， 
试证明 H 是 G 唯一的阶为 n 的 子群. 
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1.37 设 Gi 和 G 2 群 G 的两个正规子群，且 G 是 Gi 和 G 2 的内直积，试证 
明 G / G 1 ^ G 2 , G / G 2 ^ G l . 

1.38 设 Gi 和 G2 是两个群，试证明 x G2 S G2 x 

1.39 设丑为拓扑群 G 的一个正规子群，在商群 G / H 中定义开 集为： 在自 
然同态映射^ : G — G / J ? 下，若 G / H 的一个子集 if 的原像 ip -\ K ) 是拓扑群 G 
中的开集，则定义 K 为 G / H 的开集,试证明 G / H 在该拓扑下是一个拓扑群. 

1.40 试证明为的所有真子群都是交换群 ，即为 是内交换群. 


N. H . Abel( 阿贝尔 )1802 年 8 月出生于挪威的一个农村，他很早就显示了数学 
才华 . 16 岁那年，他遇到了一个能赏识其才能的老师霍姆伯 （ Holmboe )， 霍姆伯介 
绍他阅读牛顿、欧拉、拉格朗日、高斯的著作.大师们创造性的方法和成果，开阔了 
阿贝尔的视野，使他很快就开始了数学研究.他成功地证明了用根式解一般五次方 
程是不可能的，他还研究了更广的一类代数方程，后人发现这是具有交换的伽罗瓦 
群的方程.为了纪念他，若尔当 (Jordan) 将交换群称为阿贝尔群.阿贝尔还研究过 
无穷级数，得到了一些判别准则以及关于幂级数求和的定理.这些工作使他成为分 
析学严格化的推动者.阿负尔和雅可比是公认的椭圆函数论的奠基者_阿贝尔发现 
了椭圆函数的加法定理、双周期性、并引进了椭圆积分的反演. 2001年挪威政府宣 
布创设阿贝尔奖，以纪念他诞生200周年. 

瑞士数学家 GostaMittag-Leffler 用这样的语言来描述阿贝尔的数学成就：“阿 
贝尔的最好作品真的是一组高尚优美的抒情诗……在平庸的生活之上升华，从 
心灵深处直接发生光彩，非普通语言文字所能描绘，超越了任何诗人•” 

学习指导 

基本要求 

1. 熟练掌握半群、群和子群的定义及其性质. 

2. 半群 G 是群的充要条件为对任意 a ， 6 e G ， 方程 ax = &和 ya = 6在 G 中 
有解. 



3 .在群 G 中， 若 o ( a ) = n , 则关于 a 的阶,有下面的一些性质. 



1. 一个群只要有两个元素不能交换，就称它是非交换群.存不存在一个群，它 
的任意连个元素都是不可交换的呢？这是不可能的，因为单位元总是可以跟其他元 
素交换. 

2. 在群 G 中，元素 a 和6的阶一般决定不了乘积⑽的阶. 

3. 在群 G 中，元素 a 的阶可以决定 a fc 的阶. 

(1) 若 a 的阶是无穷，则当 fc 为非零整数时，的阶也是无穷. 

nrt 

(2) 若 a 的阶是有限的， o ( a ) = n ，则 o ( a k ) = ( fc 几） . 

(3) 由于利用元素的阶对群进行分类是研究群的重要方法之一，故对于元素的 
阶，要熟练掌握相关的性质. 

4. 群 G 的非空子集 H 构成子群的等价条件为 HH~ l = H . 

5. 群 G 的两个子群丑和咒的乘积 HK 是 G 的子群的充要条件为丑 K = KH . 
但要注意的是 HK = KH , 并不意味着对任意 heH , keK , 一定有 Wc = fc / i . 例 
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如在四元数群 G 中，取丑= {1,-1, K = {1,-1, j ,- j }, 则它们都是 G 的子 
群，并且 HK = KH = G , 但明显地，对于 k 丑 ， j e 有 ij # ji . 

6. 群 G 两个陪集的乘积不一定是群 G —个陪集.例如对称群 S 3 的子群 
H = { e , ( I 2 )}， eH 和 {13 )H 是两个左陪集，但 eH -(13 )H = {(13), (23), (123), (132)} 
不是左陪集. 

7. 群 (7 不可能是它的两个真子能的并集.但一个群可能是它的三个或四个真 
子群的 并集. 实际上，对群冗4 = {⑴， (12)(34), (13)(24), (1 4 )( 23 )}，取 

^ = {(1), (12)(34)}, 丑 2 = {(1)， (13)(24)}, 丑 3 = {(1)， (14)(23)}. 

则它们都是私的真子群，并且 if 4 = HiUiT 2 U J ff 3 - 

另夕卜，对于对称群 S 3 = {(1)，(12)，(13)，(23)， (123), (132)}，取 

迅={(1)， (12)}, Jl 2 = {(1), (13)}，丑 3 = {(1), (23)}, B 4 = {(1), (123)，(132)}， 

则它们都是 K 4 的真子群，并且 S3 = BxUH 2 Uff 3 UH 4 . 

8. 按照群的同构可以将群进行分类,下面是阶小于等于7不同构的群. 


2 阶群 


3 阶群 

^3 

4 阶群 


5 阶群 

^5 

6 阶群 

^ 6 , 5 3 

7 阶 _ 



9. 群直积有着重要的意义，利用直 积 ： 可以 由已知的群构造出新的群.更重要 
的是，如果一个群比较复杂，但可以分解成某些子群的直积，那么只要将每个子群 
研究清楚了 ，群 G 的 性质和 结构也就很清楚了. 


解题技巧 

1. 利用 Lagrange 定理解题，特别要注意对任意 a e G ， 有 o ( a )|| G |. 

2. 求对称群 S n 中置换的逆和判断置换的奇 偶性. 

3. 利用正规子群的性质来证明题目_ ' 

4. 证明两个群不同构的技巧. 


_ 





知识点联系图 
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第 2 章环和域 


在我看来，一个人如果要在数学上有所进步，他必须向大师们学习，而不应向 
徒弟们学习. 


Abel (1802— 1829,挪威数学家) 



David Hilbert(1862—1943) 


集合中常常同时有几种运算，并且这些运算互 
相有一定的关系.本章将讨论有两个代数运算的代 
数体系 一 环和域.先从比较广泛的环开始，因为 
环论中的概念、方法都与群论的概念、方法比较接 
近.环的概念,虽然最初是 Dedekind 在研究代数时 
引入的，不过他称之为序 ( order ), 环这个术语来源 
于 Hilbert (1897). 


Wedderburn 在1907年发表的论文中，研究了结 
合代数，而这种代数就是环. 

环和理想的系统理论是 Noether 建立的，她的工 
作被看做抽象代数学形成的标志. 



Richard Dedekind(1831 — 1916) 
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2.1 基本概念 

1896 年 Hilbert 向德国数学会递交了代数数论的经典报告“代数数域理论 ’’(Die 
Theorie der algebraischen Zahlkrper ), 他在文中首次引入了环的定义，并将环作为一 ' 
个独立的概念来加以研究,但他定义的环是针对数域的数环，而不是抽象的环. 

1环的定义 

在算术中，若在整数集上只考虑加法、减法和乘法，则容易知道这些运算满足 
下面的结合律和分配律. 

定义 2.1.1 设 i ? 是一个非空集合，如果在 i ? 中有两种二元运算+, • 满足以 
下条件： 

(1) R 是加法 Abel 群和乘法 半群； 

(2) a ■ (b ■ c ) = (a ■ b ) ■ c 对任何 a , b , c G R 成立； 

(3) (a + 6 ).c = a.c + 6. c * a .(6 + c ) = a .6 + a.c 对任何 a , b,c e R 成立； 

(4) 存在 e & R , ^ e-a = a - e = a 对任何 a6_R 成立， e 称为中的单位元 
(或幺元). 

则称 i? 为一个环 (ring). 

环的第一个公理化定义是 Praenkel 在 1914 年给出的， 1921 年 Noether 在论文 
Ideal theory in rings 中给出了交换环的公理化定义. 

例 2.1.1 全体整数在加法和乘法下构成一个环，称为整数环，记为 Z . 全体 
偶数在加法和乘法下满足环的分配律和结合律，但它没有单位元，因此全体偶数不 
构成一个环.容易知道，有理数集 Q 、 实数集 R 、 复数集 C 在通常的加法和乘法下 
都构成环,分别称为理数环、实数环和复数环. 

例 2.1.2 若 n 是大于1的正整数，则 Z „ = {0,1, 2, ••- ,^ T = T } 在剩余类的 
加法和乘法下构成环,称为模 n 剩余类环 (residue class ring). 

定义 2.1.2 在环中，如果 a.b = b . a 对任何 a,b e R 成立，则称环丑为 
交换环 （commutative ring), 否则就称为非交换环 （ non-commutative ring). 
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一般地，环中的乘法运算 a . 6常常记成处，加法的零元素和乘法的单位元在不 
会引起混淆时按习惯分别记作0和 1. 

命题 2.1.1 设 jR 是只含一个元 a 的集合，若定义 a + a = a , a . a = a ， 则 J ? 
是环，并且零元素和单位元都是 a , 即0 = 1 = a . 这样的环称为零环，记作 0. 

例 2.1.3 实数域上的所有 nxn 矩阵 M n ( K ) 在矩阵的加法和乘法下构成一 
个环，明显地 , n > 2时，这个环是非奔换的.如在 M 2 ( R ) 中，有 


1 1 " 


0 1 


0 1 


1 1 

0 1 


- 1 0 - 

1 0 


0 1 


例 2.1.4 任意一个数域 K 上的多项式全体 K [ x ] 在通常的加法和乘法下构 
成一个交换环，称 为数域 K 上的多项式环. 

例 2.1.5 设 C [0,1] 是[0, 1] 上的连续函数全体，则 C [0,1] 在函数的加法和 
乘法下是环. 

2环的性质 

性质 2 . 1.1 设丑是环，则 

( 1 ) 单位元一定是唯一的. 

(2) 0 • a = a • 0 = 0对任何 a G R 成立 • 

( 3 ) (~ a ) ■ b — a ■ {— b ) = -( a - b ) 对任何 a,b £ R 成立. 

(4) ( ai +- - -+ a m )( 6x +- - -+ b „) = otibj 对任何 ai , 61 ， …， b n € 

R 成立. 

n 

(5) 如果 ab = 6a , 则 （a + b) n = Y , C ^ a %^. 

i=0 

设 a e i ?, n 是自然数 . n 个 a 相加记成 na , n 个 a 相乘记成 a n , (- n)o 可以 
理解为 n 个 _ a 相加，也可以理解为 ~( na ). 

容易验证下面性质成立. . 

性质 2 . 1,2 设 H 是坏，则 

( 1 ) (m + n)a — ma + na 对任意整数 m ， n 成立； 
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(2) n(a + 6) = na + nb 对任意整数 n 成立; 

(3) m ( na ) — ( mn ) a 对任意整数 m ， n 成立. 


3 零因子和整环 


若 R 是环，则对任意 a € 笋0,都有 Oa = 0， a 0 = 0. 在算术运算中，容易知 
道,对任意整数 a 和6,当 a # 0, & # 0时， 一定会有 ab 妾 ()• 但一般情况下,需要考 
虑 a 一 0,6 # 0时，是否可能会有 ab = 0 的问题. 

定义 2.1.3 设丑 是一个环 ， a G R , a ^0, 若存在 b G R , b 爹0,满又 ab = 
0 (ba = 0), JSi ] a 称为 6 的一个左零因子 .（left zero - divisor ) (右零因子 (right zero - 
divisor )). 

对于 a e R , a ^ 0, 若存在 b e R,b ^0, 满足 = 0,贝 ! J a 是 ft 的一个左零因 
子，容易知道，此时&也是 a 的右零因子.若 a 是6的一个左零因子，也是6的一 
个右零因子，则称 a 是6的一个零因子. 

若环 i ? 零因子不存在左（右）零因子，则环中的乘法消去律一定成立，即 a # 
0, ab = ac (6 a = ca ) 时，一定有 b — c . 

定义 2.1.4 若丑中元素 a , 6满足= 1，则 a 称为6的一个左逆元，6称 
为 a 的一个右逆元.若 ai > = 6 a = 1,则 a 称为6的乘法逆元，由对称性可知，此时 
b 也是 a 的乘法逆元. 

在实数域上的所有2 x 2矩阵 M 2 ( R ) 中，非零元的乘积可以等于零，如 


" 1 0 " 

h — 

' 0 0 ' 

1 0 

, 0 — 

1 1 


则 a 6 = 0. 

由于任意两个非零整数的乘积都不是零，并且没有零因子的环与整数环 Z 有 
许多共同的性质，故这类环称为整环. 

定义 2.1.5 若非零环丑中任何两个非零元的乘积都不等于零，则称 环丑为 
整环 (integral domain). 

例 2.1.6 设 C [0,1] 为 [0,1] 上的连续函数全体，则环 <7[0, 1] 不是整环.实际 
上，只需定义 
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( _ f 0.5- a :, 当0<工<0.5时， f 0, 当 0< x <0.5 时， 

$ — | 0， 当 0.5 < a ; <1 时； 5 ^ _ \ x - 0 . 5 , 当 0.5<; rO 时. 

则/，5£切0，1]，/#0，0#0，但/ 5 = 0，所以环 C [0,1] 不是整环. 




例 2.1.7 设 C [0,1] 为[0, 1] 上的连续函数全体构成的环，试证明/ e C [0,1] 
是零因子的充要条件为点集 h £ [0,1]|/(0；) = 0} 一定包含一个开区间 • 

证明若/ e C [0,1] 是零因子，则有 g e C [0, l]d 一 0,使得如= 0. 由 g 笋0 
可知，存在 x e [0, 1], 使得咖）_ o . 由于 s 是连续的，故存在开区间 （ a ，&) g [0, 1]， 
使得 5( a 0 # o 对 任意 ; r e ( a , &) 成立.所以对任意 ; r e ( a ，&)， 一定有 f ( x ) = Q . 

反过来，若点集仁 G [0，1]|/(4 = 0} 包含一个开区间 ( a , 6), 则定义 



0 , 


x — 

g { x ) = < 

6 — x, 
、 0， 


当0彡 a : < a 时， 

当 a < a : 彡时， 

当 < $ < 6时， 
当6 < a : < 1 时. 


则 5 G C [0,1], 5 ^0, 并且/ 5 = 0,所以/是零因子_ ■ 

4 可除环 


定义 2.1.6 若非零环丑的任何一个非零元的逆元存在，则称丑为一个可除 

环 (divisible ring). 


容易知道，可除环一定是整环 
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下面的例子是 Hamilton 在1843年发现的，它是数学史上第一个非交换的可 
除环. 

例 2.1.8 设 R 是实数域 ， H ={a + bi + cj + dk \ 这里 a , b , c,de R }, 定义加 
法 

(oi + bii + cij + dik ) + ( a 2 + b 2 i + C 2 j + dik ) 

=(ai + 02 ) + (b\ + bi)% + (ci 4 - C2)j + {d\ + cfc) 灸， 

则丑是一个加法群.如果定义 

i 2 =- j 2 = fc 2 = —1， 

ij = k , ki = j , jk = i , 
ji = — fc , ik = — j , kj = — i , 

则丑 是一个非交换环，通过计算可得 

(a + bi + cj 4- dfc)(a — bi — cj — dk ) = a 2 + b 2 + c 2 + d 2 . 

因此丑中每个非零元是乘法可逆的，也就是说丑是一个非交换的可除环，称为四 
元数可除环 (quaternion division ring ), 亦称为 Hamilton 四元数可除环. 

由 {a + 67 + cj + dk [ a , b , c , d € Z } 全体所构成的集合在四元数的加法和乘法下 
构成一个非交换环，称为四元 整数环 • 

容易知道，若丑是可除环，则 a # 0时，方程似= 6都有解 z = a ~ l b , 方程 
ya = b 都有解 y = 6 a 一 1 . 

思考题 2.1.1 可除环一定是整环，但整环一定是可除环吗？ 

不一定.整数环是整环，但它不是可 除环. 

5 子环 

子环是环五的一个子集，它是一个加法和乘法与 i ? 一样的环. 

定义 2.1.7 设 *5 是环月的一个非空子集，如果在加法运算下 S 良 R 的子 
群，1 e *5 并且 abeS 对任何 a ， b & S 成立，则称 S 为 R 的一个子环 （ subring ). 

例 2 . 1.9 设(7[0, 1] 为[0, 1] 上的连续函数全体， C 1 [0, 1] 为[0, 1] 上的连续可 
微函数全体，则 C 1 [0,1] 是环 C [0,1] 的一个 子环. 
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2.2 理想和商环 

理想是 Dedekind 1876 在他的书《数论讲义》 ( Vorlesungen iiber Zahlentheorie ) 
中首先引入的，它是 Kummer 的理想数的推广.理想的概念后来还得到了 Hilbert 
和 Noether 的扩展和进一■步研究. 

1理想的定义 

定义 2.2.1 设 J 是 i? 的一个子集，如果在加法下 J 是 i? 的子群，并且 auel 
对任何 ae R,u el 成立，则 J 称为的左理想. 

苦 ua G I 对任何 a e R,uG I 成立，则/称为 i ? 的右理想. 

au G I, ua € I 对任何 a e R,u € I 都成立，则 / 称为 i ? 的理想 ( ideal ). 

例 2 . 2.1 在 R 3 按坐标的加法所构成的加法群中，定义 22 ) = 
( 3 = 1x2 ,⑽ 2 ,私 2 )，则 R 3 是一个交换环，容易看出{ 0 }， R 3 , X 轴,: F 轴， OYZ 平面 
等都是环 R 3 的一个理想. 




反过来,若 7 ■是 R 3 的真理想，则存在某个 i ， 使得任意 x = ( xi , X 2 , x 3 ) e /，都 
有 ; Ej = 0. 实际上，假如对任意的 i = 1 ， 2,3 都存在 a, 6 , c £ I ,使得 ai 7 ^ 0,62 7 ^ 
0,c 3 _ 0, 由于 I 是 R 3 的理想，故对于也= (1,0,0) e R 3 , d 2 = (0,1,0) G R 3 , 
d 3 = (0,0,1) e R 3 , u = d，ia + d^b + d^c e 7 ■•由 w 的三个分量 62 , C3 都不为零 

可知，有= f — 1 ,-^) e R 3 , 使得 i = vuel , 从而 _r = R 3 , 与 i ■是 R 3 的真 
\ai 02 c 3 J 
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理想矛盾，因而 J 是 R 3 的真理想时 ，/ 中所有元的某个分量一定是0,所以 R 3 的 
真理想只能是 X 轴， y 轴， Z 轴， OYZ 平面, OXZ 平面和 OXY 平面. 

例 2.2.2 整数环 Z 中全体偶数 2 Z 是 Z 的理想. 

2理想与子环的关系 

思考题 2.2.1 环 R 的理想 J 一定是丑的子环吗？ 

不一定.如果开的非零理想 I 是 R 的子环，则单位元1 e J , 因此对任意的 
a e i ?, 都有 a = al e I ，从而 J 一定是兄所以环 i ? 的平凡理想 {0} 和都是 
的子环，非平凡理想都一定不是 i ? 的子环. 

思考题 2.2.2 环 i ? 的中心 C { R ) = { b € R\ab = ba 对任意 aGR 成立 } 一 
定是丑的理想吗？ 

不一定. 

例 2.2.3 设 i ? 是实数域上所有的2 x 2矩阵，则 i ? 的中心 C ( R ) 为所有 


形如 

"a 0 ' 

的矩阵构成的，但对于 

" 0 0 " 

e 足有 

■ 0 (T 

'a 0 " 


0 a 


1 1 


1 1 

0 a 


i C ( i ?)， 故 C ( R ) 不是 i ? 的理想. 

a a 


3 商环 

理想在环论中起的重要作用，与正规子群在群论中所起的作用是相近的. 

环 i ? 中两个元素 a ， b ， 若 a — b G I ， 则称 a 和&为关于理想 i " 同余，这时记作 

a = 6 ( mod /). 

特别， a 三 O ( modJ ) 表示 a e J . 容易验证，同余是环 i ? 的一个等价关系，通过这个 
等价关系，可以定义商环. 

定理 2.2.1 设 I 是环 R 的一个理想，则 R / I 在乘法 （a + 7)(6 + /) = a 6 + J 
下构成一个环，称为 ii 关于 i " 的商环 (quotient ring ). 

证明 （1) 容易验算乘法运算是有意义的，并且丑//在加法运算下是 Abel 群. 
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(2) 下面只需验证乘法的结合律和乘法对于加法的分配律.由于 
(a + I)[{b + /)(c + /)] = (a + I ) (be + I ) = abc + /, 

[(a + 1)(6 + /)](c + /) = (ab + J)(c + /) = abc + I , 

故结合律成立. 

由 


(a + /)[(6 + J) + (c + /)] = (a + I){b 十 c + J) 

= a(b + c) + I 
=ab + ac + I, 

(a + I)(b + /) + (o + J)(c + /) = {ab + /) + (ac + J) 

=ab + ac +1 


可知分配律成立. 

类似可证 

[(6 + /) + (c + I)](a + I ) — (b + I)(a + /) + (c + I)(a + 1). 


由于 （1 + _ T)(a + I ) = la + I = a + I 对任何 a & R 成立,所以在乘法 

(a 4 - I){b + I ) = ab + 1 
下构成一个环 ， 1 + 1 是 R " 的单位元. ■ 

例 2.2.4 设 R 为实数域,为 R 上的三个变量的多项式函数构 

成的环，记 M = {(xi,X2,x 3 )\xl + — 1 = 0, x 3 = 0} , I = {f e R[xi,a ； 2,a ； 3]| 对任 

意 （ o ： i ,： E 2, 尤 3) G M , 都有 f ( xi , X 2, X 3) = 0}, 则容易验证 f , geI^,f — gGl , 因此 
J 是 R [ x 1) a ；2,3：3] 的加法子群，并且 / 6 gelH , 一定有 fg € I •所 

以 J 是多项式环的理想 • 

实际上，容易知道，在直角坐标系中， M 为圆柱面与 Ox lX2 平面的 
交.由于球面； E ? + ; c |+ a ^ = 1 也包括了 M , 故多项式 /( a ： i ,; c 2 ，; r 3) = 4 + 4 + 4- 1 
属于 I . 

要研究直角坐标系0$ 12 ： 2 ；£ 3 中 M 的性质,可以通过研究多项式环 R [ a ： i , X 2, X 3] 
的理想 J 的性质来得到. 
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4单环 


定义 2.2.2 任何一个含多于 1 个元素的环丑都有两个理想 0 和丑，称 

为 R 的平凡理想.如果一个环除了平凡理想外没有其他理想，那么该环称为单环 

(simple ring). 

定理 2.2.2 可除环丑一定是单环 • 

证明设/是可除环 i? 的一个理想，若 J 不是 0 理想，则存在非零元 ael. 
由于丑是可除环，故 a - 1 e 丑，从而 1 = aa- 1 e I. 所以对任意的 r e 尽都有 
r = rl 6 /,因此 R = I , 所以是单环 .■ 

5理想的性质 


性质 2 . 2.1 ( 1 ) iti，JAR 的理想， M In J 也是丑 的理想. 

(2) 设 I， J 是 R 的理想，令 J + J = {a + fc|a G e J }， 则 I + J 仍 是丑的 
理想. 

例 2.2.5 在整数环 Z 中，令 J = nZ , J = mZ ， 则 

I C\ J = [ m , n ] Z , 

/ + J = ( m , n ) Z , 

这里 [ m ， n ] 为 m 和 n 的最小公倍数， （ m ， n ) 为 m 和 n 的最大公因子. 

思考题 2.2.3 若 J , J 是环 i ? 中两个理想，类似于群的乘法，规定/， J 的乘 
积为 = {ab\a el.beJ}, J0>] IJ 一定是 R 的理想吗？ 
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不 一定. 由于为某个正整数 | 是 i ? 的理想，故将它 

规定为理想/和理想 J 的乘积，不过按照代数学历史上的习惯，还是将它记为 JJ , 
称为理想/和理想 J 的乘积，但一定要注意该符号所代表的是理想乘积. 

定义 2.2.3 设/， J 是环 i ? 中两个理想，若 J + J = J ?， 则称厂 J 是互素的 
( coprime ). 

例 2.2.6 在整数环 Z 中，若 p , q 为不同的素数，令 J = pZ，J = gZ , 则 /， J 
是环整数环 Z 的两个理想，由于 p ， g 为不同的素数，故存在 Z 中的 m , n ， 使得 
1 = mp + nq , 从而对任意的 r e Z ， 有 r = rmq + rnq £ Z , 故 / + J = Z ， 所以 /， J 
是互素的. 


性质 2.2.2 设 i ? 是环， J , X 都 是环丑 的理想，若/， J 都与 if 互素的， 
则 e I,bi £ J,n 为某个正整数 J > 是环 i ? 的理想，并且 1 J 与 K 
互素. 

证明由于/ + 夂 =丑， J + if =丑，故存在 ae /，& GK , bGJ , k 2 € K , 使得 


因此 


a + A；i = 1, 6 + A；2 = 1, 


(a + ki)(b + k 2 ) = 十 (ofe + k\b + fcife) = 1. 

由 K 是环 i ? 的理想可知， ak 2 + k 1 b + k 1 k 2 G K , 因而 

1 = ab ~ f - h\b -\- k \ h 2 ) G U + 

从而由的定义可知 ， IJ 为环 R 的理想，故 IJ + KM ^ fR 的理想，因此 IJ + K ^ 
R , 所以 JJ 与 JT 互素. ■ 

性质2. 2 .3 设 i ? 是交换环， J ， J 都是 环丑的 理想， 


/ J = i ^ aA |^ e /,6 iG J , n 为某个正整数 

Li=l 


若 I ， J 互素，则 


I j = I n J . 


证明由于/， J 都是环 i ? 的理想，故明显地 / Jc / nJ . 
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反过来，由于 I ， J 互素，故存在 a e 1,6 e J , 使得 a + b = l , 因此对任意的 
c e I n J , W 

ca + c6 = c. 

由于 i ? 是交换环，故 c = ac + d>G JJ ， 于是 Jn jg 所以 IJ = I DJ . u 

6 主理想 

定义 2.2.4 设是一个环， S 先 R 的一个非空子集，令 （ S ) 为丑 中所有包 
含 S 的理想的交，则 （ S ) 是一个理想，称为 S ^ R 中生成的理想. 

不难证明，下面命题成立. 

命题 2.2.1 设丑是环， S 是丑的一个非空子集，则 
( S ) = { aiU\bi + …+ a n u n b n \ ai , - - - , a n , bi , ■ ■ ■ , b n £ R , u \, ■ ■ ■ u n e S }. 

当是交换环时，则 

( S ) = +._•_ + a n u n \ ax , ■ ■ ■ , a n E R , ui ,-■ ■ , u n E S 1 }. 

命题 2.2.2 设丑是环 ， a e 丑，贝 ij 

( a ) — e i 2 ,n e n | . 

当丑是交换环时，则 

( a ) = { ar\r E R }. 

例 2.2.7 整数环 Z 是交换环，对任意的整数 n ， n 生成的理想 ( n ) = { kn\k G Z }. 

例 2.2.8 [0,1] 上的整数多项式函数全体是一个交换环 P [0,1], 对于 z G 

P [0，1], 由 z 生成的理想为 [0,1] 上的常数项为零的整数多项式函数全体. 

定义 2.2.5 设 J 是 ii 的一个理想，如果存在丑的一个有限子集 S 使 J = (5)， 
则称/是一个有限生成的理想 （finitely generated ideal ). 

定义 2.2.6 若 i " 可由一个元素生成，则 i " 称为一个主理想 （principal ideal ). 

例 2.2.9 整数环 Z 的每个理想都是主理想.实际上，若 J ■是 Z 的一个理想， 
则/有非零元,故存在绝对值最小的整数 b e J . 对任意的 a e I ，一定有绝对值小 
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于&的 r, 使得 a = 6c + r, 由 i ■是 Z 的理想可知 fee G /,理想是加法子群，故 r G /, 
由于6是 I 中绝对值最小的整数，因而 r = 0,所以 I =⑼是主理想. 

在交换环 i ? 中，若/是 ii ： 的理想，则下面的 rad / 称为了 的根 • 

例 2.2.10 设 I 是交换环丑的理想，定义 

rad / = {re R \ r n £ I 对某个正整数 n }. 

试证明 radi ■是的理想. 

证明若 r l 5 r 2 G rad /, 则存在正整数 n u n 2 , 使得 r ^, r ^ e I , 因此 （n - 
r 2 ) nin2 S I , 从而 ri - r 2 G rad /, 故 rad / 是 ii 的加法 子群. 明显地，对任意的 a G R , 
re rad /, 有 r n e I 对某个正整数 n 成立，故由 i ? 是交换环可知 （ ar) n = a n r n € I , 
从而 ar e rad /, 所以 radi " 是 i ? 的理想 .■ 

例 2.2.11 设 C [0,1] 为 [0,1] 上的连续函数全体构成的环,试证明对于 C [0,1] 
的任一非平凡理想 J , 一定有实数 : E e (0,1)，使得/⑻= 0对所有的 fei 都成立 • 

证明反证法,假设对区间中每一 z e (0, 1)，都存在焱€ I ，使得 f x ( x ) ^ 0, 
由于 I 是只的非平凡理想，故不妨假设 Ux ) > 0. 由焱的连续性可知，有含 Z 
的某个开集 ( a x , b x ) C (0,1) 使得 f x ( y ) > 0 对任意 2/ e ( a x , b x ) 都成立.再由有限 
覆盖定理可选出有限个这样的区间 （如 4 ,心)(《=1，2，...，71)，它们覆盖了 [0，1]. 从 

而存在 n 个连续函数 e c [0, l ], 使得？ 1(4 = 为等于1的常值 

i=l 

函数.由 J 是 i ? 的理想可知， Mrc ) e I ,因此了是丑的含有单位元的理想，从而 
/ = C [0, i ], 但这与 I 是丑 的非平凡理想矛盾.所以，一定有实数 : n e (0,1), 使得 
f ( x ) = 0对所有的/€/都成立 . _ 


2.3 环的同态 

环的同态是研究环的一个重要工具 • 

1环同态的定义和性质 

定义 2.3.1 设 Ri , R2 是两个环，映射 f ： Ri ^ R2 称为一个同态 （ homomor ¬ 
phism ), 如果 
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(1) 对任何 a,be 也，都有 /( a + 6) = /(«) +/({.); 

(2) 对任何 a,bG Ri , 都有 f ( ab ) = f ( a ) f ( b )' 

(3) /( l ) = I - 

性质 2.3.1 设 R u R 2 是环，/ :负->丑2为同态，则 

(1) 同态/ :馬 — i ?2 把札的零元 映成丑 2的零元； 

(2) 对任意 aGiZi 和正整数 n ， 有 /( a ") = f ( a ) n ' 

(3) 对任意乘法可逆元 a e Ru 有 f ( a ~ 1 ) = /(a) -1 . 

例 2.3.1 设 Z 为整数环， R 为实数环，/ : Z — R，a ^ a , 则/为 Z 到 R 的 
同态. 

定义 2.3.2 设 R u R 2 是环，/ : 历 — 丑 2 为同态，称 Ker(/) = {a £ Ri \ f { a ) = 
0} 为 / 的核 （ kernel) •称 Im(/) = {/(a)|a € 为 / 的像 （ image). 

明显地,有如下性质成立 .. 

性质 2.3.2 f 是单射当且仅当 Ker(/) = {0}. 

定义 2.3.3 f 是单射时，称/为一个单同态 （ monomorphism). /是满射时， 
称/为一个满同态 (epimorphism) . 如果一个同态/既是单同态又是满同态，即/ 
是双射，则/称为一个同构 (isomorphism). 如果在两个环 iii, i ?2 之间存在一个同 
构，则称这两个环是同构的，记作 況 1 白尺 2_ 从环到丑的一个同构称为自同构 
(automorphism) . 

例 2.3.2 设 C 是复数域， f - C -^ C , 对任意 a + bx ^ C , 定义 f(a + bi ) = a - bi , 
则/为 C * 到 C 7 的同构. 

例 2.3.3 设 是环，/ : iii — 丑 2 为同态， u,v e Ker(/),a G Ri , 试证明 

u~\-av £ Ker(/). 

证明 由于 /㈦ = 0 j { v ) = 0, 故 /(u + w ) = f ( u ) + f ( a ) f ( v ) = 0, 所以 
u + av € Ker (/). ■ 

2 环的同态和同构定理 


定理2.3.1(环同态基本定理）设 f ： Ri ^ R 2 是一个环同态，则 Ker (/) 是 
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Ri 的真理想，且 

i? x /Ker(/) ^ Im(/). 

证明 设 a G 丑丄，及 G Ker(/) ， 贝 [J 

f{ah) = f{a)f{h) = /(a)0 = 0, 
f{ha) = f(h)f(a) = 0/ ⑷ = 0 ， 

故 a/i e Kei(f),ha e Ker(/), 因而 Ker(/) 是也的理想.由于 /(l) = 1，故 1 0 
Ker(/), 所以 Ker(/) 是馬的真理想. 

记/ = Ker (/), 根据群的同态基本定理，存在群 同构： 

: R\jl -> Im (/), a + J — /( a ). 

因为 i/?((a + 7)(6 + /)) = tp(ab + /) = f(ab) = f(a)f(b) = ip{a + 1 )咖 + I), 所 
以 RjKerif ) ^ Im (/). ■ 

由上面环的定理可知，研究环的同态像的性质，等价于研究相应环的商环的性 
质.类似群的第一同构定理和第二同构定理，环也有第一同构定理和第二同构定理. 

定理 2 .3.2(环第一同构定理）设 S 是环 R 的一个子环， I 良 R 的一个理想， 
则 S + I={a + b \ a ^ S , bGl } 是 i ? 的子环 ， I AS + I 的理想， 5 nJ 是5的理想， 
且 

(S + I )/ l ^ S /{ Snl ). 

证明 明显地， S + I&R 的加法子群.设〜， a 2 e & h，h e /,贝 !j 

(fli + bl )( a 2 + & 2 ) = aiCl 2 + ( dx &2 + ^ l a 2 + 办 1石2) S <5 + /• 

因此 + i ■是 i ? 的子环. 

容易验证 i " 是5 + /的理想 ， Sni ms 的理想. 

作映射 — + — a + 则 / 是一个满同态. M - S - Ker ( f ) = SDl , 

从而根据同态基本定理，有 (S + I )/ I ^ S /( SDI ). U 

不难验证下面定理成立. 

定理 2.3.3(环第二同构定理）设 E 是一个环，/， J 都是丑的理想，并且 
J S 则是 R / I 的理想，并且 
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{R/I)/(J/I) = R/J. 

命题 2.3.1 若集合 S 满足环定义中的条件（1)， （2) 和（3)，但5没有单位元， 
则存在有单位元的环 R 和 f •- S — R, 满足 

/(« + b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), 

并且 / 是单射. 

证明 令丑={(〜771)|(16丑,饥€7},对任意的 （ a ， m ) e 丑， (&， n ) SF , 定义 
( a , m ) 十 (£), n) = (a + b,m + n), 

(a, m)(b,n) = (ab + na + mb, mn), 

则不难验证，丑关于上面的定义构成一个环. 

对任意的 有 

( a , m ) (0,1) = ( a 0 + la + mO , ml ) = ( a , m ), 

(0, l )( a , m ) = (Oa + mO + la , lm ) = ( a , m ), 

故 （0,1) 是 _ R 的单位元. 

对任意的 a，b £ S, 定 X f .. S — R，clh 则容易验证 

/(a + b)= /( a ) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), 

并且 / 是单射 .■ 

由上面命题可知，若 S 满足环定义中的条件（1)， （2) 和（3)，但 S 没有单位元, 
则 S 可嵌入含有单位元的环丑中. 

例 2.3.4 设 RM 为实数多项式全体所构成的环，对于 

f{x) G R [ x ]， /㈤= a n x n + • • • + oix + a 0 , 

令: R [ 2 ：] — R ， /⑷4 a 。， 则(^是 K [ x ] 到实数域 R 的满同态，不难验证 Ke 咖) 
是 a: 生成的理想， Ker ((^) = { a n x n + ... + aix\ai G R }, 并且 R [ x ]/ Ker (< p ) S R . 

Herstein 在 1961 年得到了下面很有意思的结果①. 

定理 2.3.4 设 i ? 是环，若对于某个固定的 n > 1, i ? 到 i ? 的映射 f .. a — a n 
是环同态，并且它是满的，则 i ? 一定是交换环. 

① Herstein X N. Power maps in rings. Michigan Math. J., 1961, 8: 29-32. 
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全体有理数组成的整环 Q 和全体实数组成的整环 R , 都具有整数环 Z 所不具 
备的重要的代数 特征： 在 Q 和 R 中，任何方程 arr = 6 都是可解的，具有该性质的 
交换环称为域.伽罗瓦关于代数方程的著作中就有了域的概念的萌芽， Dedekind 和 
Kronecker 也提出了域的概念，对域的系统研究最早是 Weber , 他在1893年的论文 
Die allgemeinen grundlagen der Galois'schen gleichungstheorie 给出了域的抽象定 
义. Dickson 和 Huntington 分别于1903年和1905年独立地创立了域的公理系统. 

Strinitz 系统地研究了抽象的域，并在1901发表了 “域的代数理论”. 

1域的定义 

定义 2.4.1 一 个交换可除环称为域 ( field ). 域的子环如果 是域， 则称为一个 

予域 （ subfield ). 

例 2.4.1 由于有理数环 Q ， 有理数环是可除环， 

它还是交换的，故它是一个域.全体整数在加法和乘法 
下构成一个整环，但它不是域. 

例 2.4.2 设 p 是一个素数，试证明剩余类环 Z p 
是一个域. 

证明不难验证 Z p = {0, T , • ■ • , p - l ] 是一个有 
单位元的交换环. 

对于 Z p 的任意一个非零元％不妨设1 < a < 
p — 1，由于 p 是素数，故 ( a , p ) = 1,从而存在 w , 使得 

ua-b vp = 1. 

因此 ua + vp = ua + vp = 1, 又因为 vp = 0, 所以在=而= T , 即百是可逆元，所 
以剩余类环 Z p 是一个域. ■ 

特别的，当 p 为2时， Z 2 只有两个元素，它的加法表和乘法表都很简单. 


+ 

0 T - 

0 T 

0 

0 T 

0 

0 

0 

T 

T 0 

T 


T 



Heinrich Weber (1842 — 1913) 





实际上， Gauss 早在1801年在他的算术专论中就研究了素数域 Z p ， 并且证明 
了 Z p 有循环的乘法群. 

2域中的理想 

由于域本身是环，故可以讨论域中的理想. 

性质 2.4.1 设 J 是域 F 的理想，则 i ■是 {0} 或 

证明 若 i •是域 F 的理想， J 不是理想{ 0 }，则存在 ael , a ^0. 由于 F 是 
域，故存在 a- 1 € F ， 因而 1 = aa- 1 e 厂所以 I 等于 F . ■ 

由此知道,域中的理想没有太多的意义，要像环一样用理想来研究域的性质是 
行不通的，域的研究需要新的方法. 

3 域的同态 

两个域或域与环之间的同态是指将域看做环时的同态，它们都比较简单. 

性质 2.4.2 设/ : F — A 是从一个域到一个环的同态，若 A # 0,则/ 一定 
是单同态. - 

证明 由于 A # 0 ,故 f { l F ) = 1 A y ^ O , 因此 Ker ⑺是的一个真理想，它只 
能是 0 . 所以，/是单同态. ■ 

4 分式域 

从整数出发,容易构造出有理数，因此可以模仿从整数到分数的方式从一个给 
定的交换整环 i ? 来构造域. 

定义 2.4.2 设丑是交换整环，令 F = ^\ a,b ei ?, a ^ o |, 规定等价关系 
ai/bi ^ a 2 / b 2 当且仅当 a \ b<i = 

F 的加法和乘法运算为 

CLl CL2 + a 2^1 

b \ 62 石 1 办 2 ’ 

ai a 2 _ aia2 

- — —- • 

b \ 62 &1&2 
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容易验证加法和乘法都是合理的，并且在加法下尸是 Abel 群，其零元是 I 

乘法满足结合律、交换律和对加法的分配律， | 是单位元，每个非零元$有可逆元 

1 0 

兰，因此 F 是一个域，称为 ii 的分式域 (field of fractions ). 
a 

令 J : b 则 J 是一个单同态，因此 i? 可以看成它的分式域的一 

个子环. 

例 2.4.3 有理数域 Q 是整数环 Z 的分式域. 

5极大理想 

定义 2.4.3 设 J 是环的一个理想， I 妾 R , 若 I 和 R 之间没有其他理想， 
则称 J 是 i ? 的一■个板大理想 (maximal ideal ). 

例 2.4.4 设 p 是素数，则主理想 （p) 是整数环 Z 的极大理想.实际上，若 Z 
为 Z 的理想，并且 (p) C / C Z, (p) ^ /,则存在 m e /，但 m 矣⑼， 因此 m 和 p 互 
素，故存在 w 和？;，使得 wra + vp=l, 因而由 um e /, up e (p) G /可得1 e 所 
以 i" = Z. 

例 2.4.5 设 F 是实数域，尸 ㈤ 为 F 上的多项式环，则主理 想 ㈤ 是 P [; c ] 
的极.大理想_实际上，若 I 为的理想，并且 ( x ) C / C F[x], (x) + I, 则存在 
f(x) e I, f(x) = a n x n + On - ix "" 1 + • ■ • + aix + a 0 , 并且 a 0 # 0 •令 

. g(x) = a n x n + an-ix^ 1 H - h a\x, 

则容易知道 〆 a；) e ⑷ e 从而 ao = /⑷ -g ㈤ e / ，因此 ， i e _/■ ， 所以 / = f[x}. 

例 2.4.6 设 （7[0, 1] 为 [0,1] 上的连续函数全体构成的环，试证明 I = {f & 
C[0, 1]|/(0) = 0} 是 C[0,1] 的极大理想. 

证明 设 J 是 C[o, 1] 的一个包含I的理想并且 J _ /，则存在 feJJii , 
故/⑼# 0.令5 ㈤ =1 -胃，则 5(0) = 0,因此 s e / g 由 J 是理想可知 

-^y/(x) G J ， 因而 1 = + -^y/(x) G J ， 故 •/ = C [0, 1]， 所以 J 是 C [0, 1] 的极 

大理想 .■ 

命题 2.4.1 设了 是交换 环丑的 一个理想，则丑 " 是一个域当且仅当 J 是丑 
的一个板大理想， 
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证明 设 i ?/ I 是域，欲证 I 是 R 的一个极大理想. 若 J 是 R 的一个包含1 
的理想并且 J + I . 任取 a e J，a _ J ， 贝 IJ a + 1 是 i ?" 中的非零元，因此存在 b + I , 
使得 ( a + 7)(6 + /) = 1 + /,从而 — 1 G L 记 it = — 1，则 u G /，1 = 由 

于 a e «/， J 是 i ? 的理想，故 e J , 从而由 W e I g J 可知 afc — u e J , 故 l e J ， 
因此 J = J ?， 所以 J 是 i ? 的一个极大理想. 

反过来,设 / 是丑的一个极大理想_设 aei ?， a 在/，令 J 为由 / 和 (X 生成的理 
想.根据极大理想定义得 J =丑，故1 e J ， 由于《/ = (/ U { a » = { ba + u\u el , beR }, 
故存在 aei ?， uej ， 使得 l = 6 a + u ， 由于 a & = 1- U , 故 （a + JKb + J ) = 1 + 1,因 
此 a + I 是可逆元，所以 五 / J 是一个域. ■ 

思考题 2.4.1 设丑是一个环 ，则丑 的极大理想是否一定唯一？ 

不一定，如整数环 z , Z 有极大理想 （2), (3) 和 （7) 等. 

6整环和域的特征 

定义 2.4.4 设 R 是一个整环 ， a AR 的非零元，若存在某个正整数 m , 使得 
ma = 0,就称 a 是周期元.若 m 是使得 ma = 0的最小非负整数，则称 m 为 a 的 
周期. 

定理 2.4.1 设 i ? 是一个整环，若 i ? 至少含有一个周期元，则一定存在素数 P ， 
使得对丑的一切非零元 < 2 ,都有 pa = 0,这个 p 就称为环 i ? 的特征 ( characteristic ). 

证明 若 a 是 _ R 的非零元 ， ma = 0,则对任意的 b e R , 有 ( ma)b = 0,故 
a ( mb ) = 0. 由于 i ? 是~'个整环，故 mb = 0. 记使得 ma = 0的最小正整数为 
P , 如果 p 不是素数，则存在 m 1 , m 2 , 使得 p =•由 m 1 m 2 a = pa = 0可知， 
rn \ jri2a = mim2 ( la ) = ( m2l )( mia ) = 0, 故 mi a = 0 或 m2a = 0, 但这与 p 是最小 
正整数矛盾，所以一定存在素数使得对只的一切非零元 a ， 都有 pa = 0. ■ 

若 R 不是整环，是否可以定义特征呢？ 

思考题 2.4.2 设 i ? 是环，是否存在素数扒使得对丑的一切非零元 a ， 都有 
pa = 0 吗？ 

不 一定. 实际上，在环 Z 2 ® Z 3 中， (1,0) 的周期为2, iK (0,1) 的周期是 3 ,因 
此在 Z 2 ® Z 3 不存在素数 p ， 使得对 Z 2 ® Z 3 的一切非零元 a , 都有 p a = 0. 

定义 2.4.5 设丑 是一个整环，没有周期元，则称该环的特征为零. 
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容易知道，由于域也是整环,故环的特征概念在域中，也是适用的. 

定理 2.4.2 任何一个特征为零的域 F 包含一个同构于有理数域 Q 的子域. 

证明由于域 F 的特征为零，故对任意的非零正整数 m, 都有 m • 1 # 0 .定 
义/ : Q — F， $ H (p . l)(g • 1)-H 这里 q ^ O ), 则不难验证/的定义是合理的，并 

且/是单同态，所以 Q 与 F 的子域 f ( F ) 同构. ■ 

定理 2.4.3 任何一个特征为素数 p >0 的域 F 包含一个最小的子域，它同 
构于 Z p . 

证明设域 F 的特征为 p , 1 为 P 的单位元，记由1生成的 F 的子域为％. 
明显地， F p = {0,1, 2,■• - 这里 ¥ = 1 + 1 + ... + 个 1). 由于 F 的任何 

子域都包含1，故它一定也包含 F p ， 因而 F p 是 F 最小的子域. 

定义 ip : Z p ~^ F p , k ^ k , 则不难验证，是域同构，所以特征为 p 的域 F —定 

与 Z p 同构. ■ 、 

下面的公式是很有用的. 

命题 2.4.2 设 F 是特征等于素数 p >0 的域， a , beF , r 是一个自然数，则 

(a + bf r =a〆 + 〆 . 

证明用归纳法对 r 进行归纳证明.当 r = 1时，有 

P 

( a + b)P = [^ 声_、 

对于 1 < i < P , 自然数 C ; 被 p 整除，所以 cybp - 1 = 0对所有 o < i < P 成立•因 
此 

(a + b) p = + 妒. 

因而命题对 r = 1成立. 

假设命题对小于等于 r 都成立，则对 r + 1，有 
( a + b ) P r+1 = [(a + b) pT } p 
={aP r +}f r ) p 

= (#> + (〆， 

= a pr+1 +bP r+ \ 
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因而命题对 r + 1也成立.所以由归纳原理可知命题成立. ■ 

定理 2.4.4 设 F 是特征等于素数 p 的交换整环 ， a e F ， 则/ : F — _ F , a 4 # 
是环同态. 

证明 由上面命题可知 （a 士 6 ) p = a p 士 研，故 /(a 士 6) = /( a ) ± /⑻. 明显地， 
f ( ab ) = f { a ) f { b ) = aPbP , 因此 /⑴=/⑴/⑴= P ■ P = 1，所以 / 是环同态. ■ 

推论 2.4.1 在特征为素数 p 的有限域 F 中， aeF , 则 / : F 4 F ， aH a P 是 

环自同构. 

证明 在有限域 F 中，若# = 0,则 a = 0( 否则由 a 可逆可得出矛盾)，因此 
同态/核是零，从而同态/是单射.由于 P 是有限的，故/ 一定是满射，所以/是 
一个自同构. ■ 

7 素理想 

18 H 年 Dedekind 将素數的概念推广为素理想. 

定义 2.4.6 设 i ? 是交换环，若 I 是 i ? 的理想，并对任意的 a , bGR , 当 G I 
时，一定有 a G I 或& e /，则称/为素理想 (prime ideal ). 

例 2.4.7 设 P 是素数，则主理想(: p ) 是整数环 Z 的素理想.实际上,对 a ， 6 e Z , 
当 ab e ⑼时， 一定有 P 整除 a 或 P 整除&，因此 (2 e ( p ) 或 6 e ( p ). 

命题 2.4.3 设 J 是交换环 i ? 的一个理想，则 R / I 是一个整环当且仅当 J 是 
R 的一个素理想 ■ 

证明 设 i ?/ J 是整环，对任意的 a , & e 丑,当 J 时，由于 
(a + I)(b -\- 1) = ab -\r I ~ I-, 

m.a + I^imMb + 1^1, 因而 ael 或者所以 / 是素理想. 

反过来，设 J •是 i? 的素理想.在 丑 /i ■中，若 （a + J )(6 + I ) = /，则肋 e I ,故 
a € I 或者 bG I ,因而 a + I = I 或者 6 + 7 = 7, 因此没有真零因子，所以 丑 /i ■是 
一个整环. ■ 

推论 2.4.2 交换环丑的极大理想/ 一定是素理想. 

思考题 2.4.3 交换环的素理想/ 一定是极大理想吗？ 
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不一定.实际上，对于整数多项式 Z [ x ], I = ( x ) 为所有常数项为0的整数多 
项式，有 Z [ x]/I S Z ， 由于 Z 是整环，但不是域，故/是 Z ㈣ 的素理想，但它不是 
Z [ x ] 的极大理想. 

8准素理想 

在整数环 Z 中，理想⑻不是素理想，但对任意 M e ⑻，若 碎⑻，则6 —定 
是偶数，因此6 3 e (8). 

定义 2.4.7 设 ii 是交换环，若 J 是丑的理想，并对任意的 a , be 丑，当以€丑， 
a 《/时，一定有整数 n > 0,使得 6" e J , 则称 i " 为准素理想 （primary ideal ). 

准素理想的定义是 Lasker 在1905年给出的.明显地，素理想一定是准素理想， 
准素理想是素理想的推广，因此可以考虑如下的问题. 

思考题 2.4.4 交换环 i ? 的准素理想具有哪些性质？ 

可以与理想一样讨论准素理想的性质，如准素理想的交是否一定是准素理 
想等. 


2.5 环上的微分 

在数学分析中，如果函数/⑷和3⑷可微，那么 

(1) d [ f ( x )± g ( x )} = d/(a:) ±dg(a;); 

(2) d [ f ( x ) g ( x )} = g ( x ) df ( x ) + f ( x ) dg ( x )\ 

…」 \ f ( x )] g ( x ) df { x ) - f ( x ) dg ( x ) 

(3) d Wf 2 ' 

⑷ d [/( g ( a ：))] = // ⑻ 〆 ⑷如(这里 / ⑻和 g ⑻都可微). 

1微分的定义 


类似的，在环上也可以定义抽象的微分. 

定义 2.5.1 设丑 是个环，映射 d : R ^ R , 如果对任意 a , bGR , 都有 
(1) d{a + 6) = 9 a + db \ 
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(2) d { ab ) = ( da)b + adb . 

则称 3 为环丑的一个微分. 

明显地，若在环 i ? 上定义3 : 4 a (->• 0, 则& 一定是 i ? 的一个微分. 

例 2.5.1 有理数 Q 上的多项式环 QH 上，微积分中的求导运算3就是环 
Q [ x ] 上的一个微分. 

容易验证下面结论成立. 

定理 2.5.1 任意环丑上的所有微分全体构成一个环. 

思考题 2.5.1 任意环 R 都存在微分吗？ 

实际上，若 ii 是环， d 是丑 的元素，令 

ddA = ad — da , 

则对任意 a，be R , 有 

(1) d d (.a + b ) 二 - (a + b)d — d(a + 6) = (ad — da ) + (bd - db ) = dda + ddb ' 

(2) dd ( ab ) = ( ab)d — d ( ab ) = ( ad)b — ( da)b + a ( bd ) — a ( db ) = ( dda)b + a ( ddb ). 

因此&为环 i ? 的一个微分，称之为由元素 d 决定的内微分. 

性质 2.5.1 设 i ? 是环，则对任意 d e C ( R ) = {ae R\ab = ba 对任意 & e 丑}， 
都有&为零映射. 

2微分的性质 

性质 2.5.2 设 i ? 是交换环，则对任意 aeR,t d { a 2 ) = 2 ada . 

证明 这是由于 d ( a 2 ) = d ( aa ) = ( da)a + ⑹⑷ = 2 ada . 

为了简明，按照数学分析的习惯，将环五上的微分决 I 记为心则可将微分定 
义中的形式 改成： 

(a + 6)’ = a ’ + &'， 

( ab )' = a'b + ah '. 

定理 2.5.2 若丑是一个环，则 fi 的单位元的微分一定是零. 
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证明由于 1 ' = (1 • 1 )' = 1 '. 1 + 1 _ 1 ' = 1 ' + 1 '，故 1 ' = 0 . ■ 

定义 2 . 5.2 设丑 是个环，若 a e = 0 ,则称 a 为常元. 

容易验证，下面结论成立. 

定理 2 . 5.3 若丑是一个环，则 i ? 的常元全体 5 = {ae Rla ' = 0 } 是 i ? 的一 
个予环. 

例 2 . 5.2 试证明整数环 Z 上的微分都一定是零微分 • 

证明对整数环 Z 上的微分，都有 r = 0 ,因此任意元 n e Z , 有 
n’ = (1 + 1 + -. _ + 1)’ 二 1’ + 1’ + • • ■ + 1’ = 0. 

所以，整数环 Z 上的微分都是零微分.鼸 


2.6 拓扑环 


拓扑环是环与拓扑空间的结合，环上的拓扑保证了环运算的连续.拓扑环是 
Dantzig 在1931年引入 的①. 

1拓扑环 


定义 2.6.1 如果 i ? 是环， ( i ?, r ) 是拓扑空间，并且 

(1) 对任意的 a,b G R, 环的运算 (a ， b) — a + bARxR — R 的连续映射. 

(2) 对任意的 a , beR , 环的运算 a—-a 是 i? — ii 的连续映射 • 

(3) 对任意的 a,bGR, 环的运算 [a ， b) — ab 支 RxR — R 的连续映射. 
那么环 i ? 称为拓 扑环. 

例 2.6.1 设 R 为全体实数， r 为所有开区间生成的拓扑，则实数环 R 是一 
个拓扑环. 

① van Dantzig D. Studien aveT topologische algebra. Dissertation, Amsterdam, H. J. Paris, 


1931. 





- 78 - 


第2章环和域 


2赋范环 

定义 2.6.2 设 i ? 是环，若 || . 1| 为 R ^[0,+ oo ) 的映射，并对任意 x , yGR , 
有 

⑴ _ = 0; 

(2) ||a: + y|| ^ ||x|| + ||y||; 

(3) II -^11 = INI ； 

⑷ I㈣ K \\x\\\\y\\-, 

(5) 若 || a ： l | = 0,则 a ; = 0. 

则称 || • || 为环 R 的范数，此时丑称为赋范环. 

若 R 是赋范环，则 d ( x , y ) = \\ x - y \\ R 上的一 个度量 .即 d ( a ;, y ) 为 il 到 
(― oo , + oo ) 的映射,它满足： 

(1) d ( x , 2 /) = 0 当且仅当 x = y , 

(2) d ( x , y ) = d ( y , x )-, 

(3) d ( x , y ) ^ d ( x , z ) + d ( y , z ). 

容易知道，环 i ? 上的度量就是距离的 推广. 在实数域丑上定义扣|| = 则 
容易验证 || . || 为实 数域丑 上的范数, d ( x , y ) = | | a ; _ 2 /|| 为丑上 z 点到 3 /点的距离. 

定理 2.6.1 若 11.11 是环 i ? 上的范数, d ( o :，2/)= |卜 — 训，则丑在度量拓扑下 
是拓扑环. 

证明若 ajei ?, 则对 任意; r ， yei ?， 有 

d(x + y,a + b ) = ||( a ; + y ) - (a + 6)|| 

( || x - a || + || j /-6|| 

= d { x , a ) + d ( y , b ), 

因此环丑的加法运算对于度量拓扑是连续的. 

由 d (— x , — a ) = || — a : + a || = ||x - a || = d ( x , a ) 可知，环 i ? 的运算 a —> —a 对 
于度量拓扑是连续的. 
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由于 

d { xy , ab ) = \\xy — ab || 

(110 - a)(y - b ) + a(y - 6) + b ( x - a )|| 

^|| a ;- a ||-|| ? /-6|[ + || a || • || j /- 6(| + ||6|| • ||x - a ||, 

故环 R 的乘法运算对于度量拓扑是连续的，所以环丑是度量拓扑下的拓扑环. ■ 

例 2.6.2 设 C '[0，1] 为 [0,1] 上所有在 (0,1) 内连续可导，并且 t l _^ i + a '( t ) 和 
lim a '{ t ) 都存在的函数，则 C f [ Q , 1] 在函数的加法和乘法下是一个环，运义 

t —^1 — 

||a|| = 3i.ip{ja(t)||0 ^ t ^ 1} -f sup {| a ' ⑴ ||0 < t < 1} ‘ 

容易验证6^[0 5 1] 在 HI 下是一个赋范环. 

例 2.6.3 设 h 为所有绝对收敛的实数列，即 h = |( Gi )|£| ai |< +ool， 定 

OO 

义（叫）+⑹= ( a 〗 + 6,:), ( ai )( bi ) =(峨)，则 h 是一个环•并且||(叫)|| = [ 1叫|是 

i = l 

h 的一个范数，因此？ ：1 在该范数下是赋范环. 一 

Anzai 在1943 年研究了紧拓扑环 的一些性质，并证明了若紧拓扑环是连通 
的，则对所 有的; e 丑..有； q / 二 0®. Kapknsky 发表了一系列论文② ③, 研究了紧 
拓扑环和局部紧拓 扑环，得到了 K 拓#环和局部紧拓 扑环的构造定理等. Arnautov ; 
M . I . VodinSar 在1968 年研究了拓#环一般 的根理论®. 

3 Noether 环和 Art in 环简介 

顺便指出，环论中研究 比较多 的还有 Noether 环、 Artin 环和 Dedekind 环等， 
不过这 些环的定义一 般没有包含单位元的要求.升链条件是1921年 Noether 在研 
究理想分解时提出来的. 

定义 2.6.3 若环丑的理想的任何无穷升链 h Q h Q h Q ■ ■ ■, ^•在正整 
数几，使得当 i > n 时，都有 ij = 则称 i ? 为 Noether 环 ( Noetherian ^^). 

① Anzai H. On compact topological rings. Proc. Imp. Aca<l. Tokyo, 1943, 19 ： 613-61^., ^ 

② Kaplansky I. Topological rings. Amer. J. Math., 1947, 69 ： 153-183. 々 

③ Kaplansky L. Locally compact rings. Amer. J. Math., 1948, 70 ： 447-459. 

④ Arnautov V I, Vodincar M I. Radicals of topological rings. (Russian) Mat. Issled. 19 财取豸 ，, 
2(8): 31-61. 
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不难验证，整数环 Z 是 Noether 环. 

Cohen 证明了下面的结果. 

定理 2.6.2 交换环 i? 是 Noether 环（有单位元）的充要条件为丑的每个素 
理想都是有限生成的. 

定理 2.6.3 设 i? 是 Noether 环， J 是 i? 的理想， R / I 也是一个 Noether 环， 

1890 年， Hilbert 证明了著名的 Hilbert 基定理. 

定理 2.6.4 若 i? 是 Noether 环，则 i?[x] 也是一个 Noether 环. 

Artin 在 1927 提出了用降链条件来区别环,他把 Wedderburn 定理推广到满足 
降链条件的环，得到了满足降链条件的环的构造定理，因此满足降链条件的环就称 
为 Artin 环. 

定义 2.6.4 若环 i? 的左 （右） 理想的任何无穷降链 h 2 1 2 2 h 2 …,都存 
在正整数 n, 使得当 i^n 都有 Ii — In , 则称 五 为左 （右 ) Artin 环，简称 Artin 环. 

明显地，有限环一定是 Artin 环，但由于整数环 Z 存在无穷降链 
(m) 2 (2m) 2 (2 2 m) 2 …， 

故整数环 Z 不是 Artin 环. 

1970 年， Koh 证明了 i? 是 Artin 环（有单位元）的充要条件 i? 是 Noetehr 环， 
并且 i ? 的每个几乎极大左理想都是极大理想①. 

习题二 

2.1 设环 i ? 对加法构成一个循环群，试证明丑一定是交换环. 

2.2 设 a 是环 E 的幂零元，即存在正整数 n 使得# = 0,试证明1 — a 是丑 
的可逆元. 

2.3 设 E 是一个坏，若 i? 是布尔环，即 a 2 = a 对所有的 aGR 都成立，试证 
明 2 a = 0对所有的 aeR 成立. 


① Koh K. On almost maximal right ideals. Proc. Amer. Math. Soc., 1970, 25: 266—272. 


2.4 设 ii 是一个环，<2, b 为 _ R 中的两个元素，若 a + b = ab 并且1 — a 有逆元， 
试证明 a 6 = 6 a . 

2_5设 Q 是有理数环，试证明 Q [ W ， 和 Q [ x /2 + \/3] 相等 • 

2.6 设是 H 的子环，若 *9 有无穷多个不同的理想 ，问只 是否有无穷多个理 
想？证明或给出例子. 

2.7 设 E 是实数上的上三角的 3 x 3 矩阵，试求 H 的一个理想. 

2.8 试求模6剩余类环 Z 6 的所有理想. 

2.9 设 S 是交换环 i ? 中的理想，若 

H ^{ aeR \ 存在某个大于等于1的正整数 n , 使得# e _?}, 

试证明 R 也是 E 中的理想. 

2.10 设是环 E 中的理想 ， ST = | Vai&ilai £ S , bi & T , n 为某个正整 

I »=1 

数1，问 ST = S n T 是否一定 成立. 

2.11 设5"， r 是环 i ? 中的理想,试证明 5 T = j ^ aibi\ai E S,bi eT , n 为某 

l . i=l 

个正整数 1 也是 i ? 中的理想. 

2.12 设是环 ， J = { ab - ba \ a,be R },^ I 是左理想，试证明了是丑中的 
理想. 

2.13 设丑是环，若 J 是左理想， H={aG R\ab - 0对所有6 G J 成立 } ，试 
证明丑是 i ? 中的理想. 

2.14 设 E 是环，若丑只有 {0} 和 i ? 本身是它的左理想， i ? 没有其他理想，试 
证明 i ? 是可除环. 

2.15 设 J ? 是环，£1€丑， ( 1#0，试证明 J = { b — 是 i ? 的左理想. 

2.16 设 h 和是环 R 的两个理想,试证明及/2 C / in / 2 , 并举例说明 A /2 
可以真包含在 AnJ 2 内. 
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2.17 对任意正整数 n > 1,试构造一个阶为 n 2 的非交换环凡 

2.18 试找出 Z 到自身的一切同态映射，并求出每一同态的核. 

2.19 试证明实数域 R 与域 Z 5 是不同构的. 

2.20 试证明环 Z 2 ® Z 2 与环 Z 4 不是同构的. 

2.21 对任意环 J ?， 试证明存在唯一的环同态/ : Z — > R . 

2.22 设风和 _ S 2 是环， f : Ri ^ R 2 , 对任意 a，b e R u 有 f ( a + b ) = f ( a )+ f ( b ), 
试证明 /(a ~ b ) = f { a ) - f { b ) 对任意 a , beR ! 都成立 • 

2.23 设 Q 是有理数域，试证明域 

Q ( i ) = {a + bi \ a , 6 € Q } 

有且只有两个自同构. 

2.24 试证明有理数域 Q 的自同构只有恒等同构. 

2.25 设丑是有限交换环 ，若/ 是素理想，试证明 J 必是极大素理想. 

2.26 设 i ? 是交换整环, m 和 n 为互素的正整数， a，b & R , 若 a m = b ' a n = 
试证明 a = b . 

2.27 设 f ? 是交换环，若 J = {a G 存在某个正整数 n , 使得 a n = 0}, 试证 

明 J 是丑的理想. 

2.28 在整数环 Z 中，若 p 为素数，问 （ p 2 ) 和（办）是不是素理想. 

2.29 试给出环 Z[a + 6 v ^ 的一个范数. 

2.30 任意环 i ? 都存在拓扑 t ， 使得 E 成为拓扑环吗？ 

r-^ r-^j r-u r^j r-^> r-^i r-^j r'-j r-j r'-j r-j t'-j f''-) r'-J 

伽罗瓦 （ E . Galois ) 于 1811 年 10 月 2 5 日出生在法国巴黎郊区拉赖因堡伽罗 
瓦街的第54号房屋内.伽罗瓦童年时代就表现出有才能、认真、热心等良好的品 
格_ 1770年，拉格朗 日精心 分析了二次、三次、四次方程根式解的结构之后，提出了 
方程的预解式概念，并且还进一步看出预解式和方程的各个根在排列置换下的形式 
不变性有关，这时他认识到求解一般五次方程的代数方法可能不 存在. 此后，挪威 
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数学家阿贝尔利用置换群的理论，给出了高于四次的一般代数方程不存在代数解的 
证明. 伽罗瓦通过改进数学家拉格朗日的思想，把预解式的构成同置换群联系起来 
的思想，并在阿贝尔研究的基础上，进一步发展了他的思想，把全部问题转化或归 
结为置换群及其子群结构的分析.伽罗瓦把代数方程可解性问题转化为与方程相关 
的置换群及其子群性质的分析问题，他最主要的成就是提出了群的概念，用群论彻 
底解决了代数方程的可解性 问题. 人们为了纪念他，把用群论的方法研究代数方程 
根式解的理论称之为伽罗瓦理论.伽罗瓦的工作主要基于两篇论文——“关于方程 
根式解的条件”和“用根式求解的本原方程”.在这些论文中，伽罗瓦将其理论应用 
于代数方程的可解性问题，由此引入了群论的一系列重要概念.在“关于方程代数 
解法论文的分析”中，伽罗瓦提出了 一个重要定理（未加证 明)： 一个素数次方程可 
用根式求解的充要条件是这个方程的每个根都是其中两个根的有理函数. 


学习指导 

2.1 基本概念 
基本要求 

(1) 弄清楚环与子环的定义.熟练掌握整数环，数域上的多项式环 ， n x n 矩阵 
环和[0，1]上连续函数全体构成的环 C [0,1]. 

(2) 掌握整环和可除环的定义和性质. 


(3) 四元数可除环是一类很重要的环. 


释疑解难 

1. 环与子环的定义相关问题. 

(1) 在不同的书中，环的定义有所不同，有的书的环不要求含有单位元1，但由 
于这种没有单位元的“环” 一定可以嵌入到有单位元的环内，并且很多环的主要结 
果都只对有单位元的环才成立，因此本书+的环要求含有单位元.但环的定义要不 
要求含有单位元1不会对环论本身有影响，只是有些定理的表达有区别. 


(2) 要注意在环 i ? 中，由于 i ? 是一个半群，故对任何 a ， bGR ,， abGR 成立. 
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(3) 在含有不止一个元的环丑中, i ? 是否有可能构成一个乘法群？由于对 OGR , 
0没有逆元，故 Ji 不可能构成一个乘法群. 

(4) 在含有不止一个元的环 i ? 中， ir = i ?\{ o } 是否一定构成一个乘法群？这 
是可能的，如实数环中的非零元全体就构成了乘法群,但对于整数环 z , 大于1的 
元素没有逆元，因此非零元全体不能构成一个乘法群. 

(5) 环的全体可逆元构成一个群. 

2. 左零因子与右零因子的区别. 


(1) 环冗中的零元不是零因子. 

(2) 如果环 i ? 有左零因子，则也必然有右零因子.反之 亦然. 但环中一个元 
如果是一个左零因子，则它不一定就是一个右零因子.反之，一个右零因子也不一 
定是一个左零因子 • 


例如，在实数域上的所有形如 
是左零因子,但存在6 = ° 1 


的 2 x 2 矩阵构成的环中 ， a = 

0 0 

，使得 to = 0,因此它不是右零因子. 


3. 整环与可除环的区别 

(1) 对于所有的环 i ?, 都有= 0,但 cm = 0时，不一定有 W = 0或 
a = 0. 

(2) 整环是指非 零环丑 中任何两个非零元的乘积都不等于零，可除环是指非零 
环丑 的任何一个非零元的逆元存在.可除环一定是整环,但整环不一定是可除环. 

(3) 对于整环尽当⑽= 0时，一定有 lx = 0或 a = 0. 对于可除环 E ， 当方程 
a # 0, = b 时，一定有解 u = a ~ l b . 当然，对于可除环丑，当 cm = 0时,也一定有 
u = 0或 a = 0. 


2.2 理想和商环 

(1) 弄清楚左理想、右.理想和理想的定义. 

(2) 弄清楚商环、单环和主理想的定义 • 

⑶设丑是交换环， S 是况的一个非空子集，则 
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(S) = + ••■ + o^u n |fli ， •.. ， € Rj u\ , ■ ■ • , Uji G Sy . 

( a ) = { ar\r G i?}. 

(4) 两个理想的和与积还是理想. 

释疑解难 

(1) 关于理想的 乘法： 若 I ， J 是环 E 中两个理想，则 { ab\a el , beJ } 不一定 

是 R 的理想•但 G I,bi GJ , n 为某个正整数} 一定是丑的理想，因 

此将它规定为理想 I 和理想 J 的乘积，仍然用记号//来表示，因此一定要注意不 
要将它与 { ab\a El , beJ } 混靖.不过当 J 为主理想时,则理想 J 和理想 J 的乘积 
就是 { ab\a Gl , b € J }. 

(2) 若/是环 i ? 的理想，则一定有凡 T = J . 

(3) 若环 i ? 不是交换的 ， a S 丑,则= { ba\b G i ?} 是丑的左理想，但不一定 
是右理想，甚至 ai ? U / to 也不一定是 i ? 的理想. 

2.3 环的同态 

环的同态、同构定理与群的同态、同构定理比较类似，定理的条件和结论也很 
类似,证明方法也基本相同，区别只在于把正规子群换为理想. 

2.4 域 

1. 域的基本性质. 

(1) 域 F 的理想只有 {0} 和 F 本身. 

(2) 两个域之间的同态一定是个单同态 • 

(3) 掌握分式域的形式和定义. 

2 . 极大理想与素理想的定义和区别. 

(1) 极大理想是指 i ■是环 R 的一个理想 ，I _ R ，在/ 和尺 之间没有其他理想. 

素理想是指 I 是 R 的理想，并对任意的 a , & e 丑，当肋 e 了时，一定有 aGl 
或6 € J . 
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(2) 判别 法：若 i ? 是交换环，则 i?/J 是一个域当且仅当 I 是 R 的一个极大理 
想, R " 是一个整环当且仅当 I MR 的一个素理想. 

(3) 交换环 i ? 的极大理想一定是素理想，反过来,交换环丑的素理想不一定是 
极大理想. 

2.5 环上的微分 

了 解环丑 可以像数学分析一样建立抽象的微分，知道环上微分的基本性质. 

2.6 拓扑环 

了解拓扑环的定义,初步知道环与拓扑的联系，这部分只供扩展阅读用. 

解题技巧 

1. 利用理想的性质来解题. 

2. 极大理想和素理想的判定. 

3. 利用环同构 /(0) = 0, /⑴= 1 的特点来解题. 
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知识点联系图 


环和域 




提交 换环五 
的素理想 
当且仅当 
7?/纖环 


H 




的极大理想 
当且仅当 
宄//是域 


«So) 
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上帝创造了整数，其他一切都是人造的. 

Kronecker (1823-1891, 德国数学家) 

多项式的研究起源于代数方程求解，是最古老数学问题之一.在高等代数中已 
经讨论了数域上的多项式.实际上，同样可以定义任意域上的多项式，也可以在环 
上研究多项式.有限域上的多项式在通信、系统工程和计算机科学等许多领域都有 
非常广泛的应用. 


3.1 多项式 


实数上的多项式函数，具有下图那样的几何图形，是一类重要的常用函数，它 
的性质是比较容易掌握的. 

1多项式的定义 


与域上的多项式一样，可以定义环上的多项式. 



定义 3.1.1 设 i ? 是一个交换环，表达式 


f ( x ) = a n X U Qn ^ lX 1 

称为丑 上 的一个多项式 

, ai , a 0 e R , x 
并且 la:= 工 . 


-^ - + 

( polynomial ), 这里 ， 
与 R 中的元都可交换， 


对于多项式 

f ( x ) = a n x n 4- a n -\ X n ^ 1 H -+ a v x 4- a 0 , 


若 a n 笋 0 , a n x n 称为该多项式的 首项， 称为首 项系数 (leading coefficient ) ; 
此时称多项式 /( x ) 的次数为 n , 首项系数 a n 为1的多项式称为首 一多项式， a ; 称 
为 不定元 (或 变量 )， 称为 常数项 (constant term ). 
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R 上以: c 为不定元的多项式全体所构成的集合记作 EH , R [ x ] 中两个多项式 

f(x) = a n x n 4- a n -\x n ^ H -(- a\x + 与 g(x) = b n x n + bn-ix 11-1 ^ - h bix + b 0 

相等是指对应的系数 ai 和= 0,1，2,…，…都相等. 

2多项式的运算 


多项式之间可以按通常的方式定义加法、减法和乘法等.对于多项式 f(x), 

f(x) = a n x n + a„_ix ra_1 H - h a x x + a 0 , 

g(x) = 6 m x m 十 6 m _ 1 a: m ~ 1 + ■ ■ ■ + bix + b 0 . 

i 

f{x)+g(x) = ^2(a k + b k )x k , 
k~0 

这里 Z = max{m, n}, 当 fe > n 时，取 a ；；； = 0, 当 fc > m 时，取 二 ◦. 

m+n 

J(x)g{x) = ^2 W ， 
k=0 

这里 Cfc = ^2 a ibj * 

2+j —fc 

直 接验算可知，它们满足交换律、结合律、分配律等，因此对上面的加法 
和乘法构成一个交换环，称为尺上的多 项式环 (polynomial ring). 

定理 3.1.1 若尺 是一个交换环，则是一个交换环 • 

定义 3.1.2 设 /Or) = a n x n + + …+ a 1； c + a 0 e i?[x ]， 对于 a e R, 

定义 

/ (a) = a, n a n + a n —ia n 1 + ■ • • + d\a + a 。， 

称 / ⑷为 /O) 在 a 处的值.若 /(a) = 0, 就称 a 为 f{x) 在交 换环丑 的一个根 
(root) (或零点). 

例 3.1.1 在高等代数中的一元多项式就是实数域 R 上的多项式. 

例 3.1.2 设 f{x),g{x) e Z 3 [x], 并且 

f(x) = 2x 2 +x + 1, g(x) = x 5 +2x + 2, 

则 

f(x) + g(x) = (0 + l)a: 5 + (2 + 0)x 2 + (1 + 2)x 十 （1 + 2) 


g{x) £ 雖 ]. 

令 
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= x 5 + 2 x 2 + Ox + 0 

= X 5 + 2 x 2 y 

f ( x ) g ( x ) — (2 x 2 + x +T)(x 5 -\-2 x -h 2) 

= 2 x 7 + x 6 + x 5 + 4 x 3 + (4 + 2) x 2 + (2 + 2 )x + 2 
= 2 x 7 + a: 6 4- x 5 -h x 3 + x + 2, 

/(T) = 2-T 2 +T + T = T, 
g(2) = 2 5 + 2-2 + 2 = 2 + I + 2 = 2. 

在髙等代数中，数域 F 上的多项式 /( rr ) 与多项 式 〆 : r ) 相等的充要条件是它 
们看做 F 的函数时相等. 

思考题 3.1.1 交换整环上的多项式 f ( x ) 与多项式 g ( x ), 如果对任意的 

a e R , /⑷与 5 ⑷都相等，那么多项式/⑷与 g { x ) 是相同的多项式吗？ 

实际上，在 Z 3 [ a :] 中，令 /( x ) =工 5 + 2 x , g { x ) = x 3 + 知，则 /(0) = g ( D ) = 
/(I)= 5 (I) = 0 ! /(2) = 5 (2) = 0, 因此对任意 a G Z 3 , 两个多项式的值相等，但 /㈤ 
与 ff ( x ) 是不同的多项式. 

3多项式的性质 

性质 3.1.1 设丑是一个交换整环， f ( x ), g ( x ) G 邱4贝 1 J 

(1) deg { fg ) = deg (/) + deg ^)； 

(2) R [ x ] 是一个交换整环； 

(3) 若 c e i?，c 妾 0,则 deg ( c /( x )) = deg (/) 对任意 f ( x ) e R [ x ] 成立； 

(4) deg (/ ± g ) < max ( deg (/), deg ( g )). 

思考题 3.1.2 设是一个交换环， f { x ), g ( x ) G 贝 

deg (/£ f ) = deg (/) + deg ⑷ 

是否一定成立呢？ 

不一定.这也是一般都只在交换整环上讨论多项式的一个 原因. 容易知道，若 
R 是一个交换环，则只要/⑷和5 ㈤ 的首项系数不是丑中的零因子，则 deg (/ 3 ) = 
deg (/) + deg ( g ) 成立. 
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性质 3.1.2 若 F 是特征为 p(p> 0,p 为素数）的域，则对任意多项式 
f(x) = a n x n + a n -ix n ~ l + ■ •• + aix + a 0 e ^[x], 

有 

[f(x)] p = <， + ” + … + a p lX P + aP Q . 

证明由于对任意 a n eF 和任意多项式 gOr) e F[x], ^ 

p—1 

[a n x n + g(x)] p = (a n x n ) p + [ C t p (a n x n ) p ~ i [g(x)] i + \g(x)] p . 

i=l 

由于域 F 的特征为 p ， 故除了（如巧穴和 [g(x)]P, 中间项的系数都是 0 ,故 

[a n x n + g(x)] p = {a n x n ) p + bO)] p . 

对于 g(x), 用同样的方法，可以证明当 g (: r) = a„_ia: n_1 + h (: r) 时，有 
[g(x)] p = a^ l _ 1 x p ^ n ~ 1) + h(x) p . 

所以，容易知道 [f(x)]P = aPxP n + + •■• + a p lX P+a p 0 . ■ 

例 3.1.3 在 Zr[x] 中，有 （ a; + l) 7 = a; 7 + 1 和 （ a: 2 + x + l) 7 = x 14 + a: 7 + 1. 


4 环上的幂级数 


在数学分析中，级数的定义都需要用到收敛性，环没有收敛的概念，但还是可 
以定义形式上的幂级数. 

定义 3.1.3 设 i ? 是一个交换环，表达式 

Go 0，iX -h ■ ■ • ~h Cb n —\X n i + a n x n + . • • 

称为 ii 上的一个形式幂级数 （formal power series), 这里 a; G _ R(i = 0,1 ， 2,…）， x 
与 R 中的元都可交换， i ? 上的幂级数全体记为 R [[ x ]}. 

用与多项式一样的方法可以定义幂级数的加法和乘法，容易验证，若丑是一个 
交换环，则 R [[ x ]} 也是交换环. 

定理 3.1.2 苦 R 是一个交换环，则 
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(1) i?[[x]] 是交换环. 

⑵若丑是交换整环，则 R[[x}} 是交换整环 • 
⑶ R[x] 是 i ? p ]] 的子环 • 


5 多变量多项式 


类似于单变量的多项式，可以定义多个变量的多项式. 

定义 3.1.4 设 i ? 是一个交换整环， Xi , X 2, ■■ - , X n 是一组未定元，表达式 
称为一个单项式，其中 C 是 i ? 中一个非零元， khh , …， k n 是非 

负整数. 

命题 3.1.1 对于固定的不定元 x u x 2 , ■■- , x n , 有限多个单项式的和及 0 称 
为（这组不定元的）多项式，它们全体所构成的集合记作 R [ x U X 2 , ■■- , Xn ], 多项式 
的加减乘法按通常的法则进行，在这些运算下 R[X U X 2 , ■■- ,Xn] 构成一个交换环. 

可以把 R [ xi , x 2 , ••- , x n ] 看成是环 R [ xi , x 2 , - - - , x n - x \ 上以为变量的单变 
量多项式环，也就是说 R [ x \, X - 2 ., - - - , X n ] = B [ x n \, 其中 = R [ x \, X2 , ■ • • , x „_ i ] •这 
样通过数学归纳法便可证明 R [ x 1 , x 2r -- , x n ] 是一个交换整环，称为 E 上的多元 
(或多变量）多项式交换整环,也可简称多项式环 .' 

定义 3.1.5 单项式 c;^ 1 # 2 …;的次数规定为 h + k 2 + ■■■ + k n , 非零多 
项式的次数定义为构成它的单项式的次数的最大值，多项式0的次数规定为 -00, 
多项式/(3；1，3；2,… , oc n ) 的次数记作 deg (/). 

在多变量的多项式环上，还可以讨论对称多项式等，环上的对称多项式与数域 
上的对称多项式有着类似的结果. 


3.2 带余除法 

对于实数域上的多项式 /( 尤 ）=+ 1, g(x) = x 2 + x + 1, 一定有 g(a:) = a ： - 1, 
使得 /(a:) = q(x)g(x) + 2. 类似地，环上的多项式也有一样的结论 . 

1带余除法 

定理 3.2.1 设 R 是一个交换环， f(x),g(x) 6 i ?[ x ] •若 g(x) ^ 0且它的首项 
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系数是 ii 中的乘法可逆元，则存在唯一的一对多项式 5( x ), r ( x ) 使得 

(1) /0) = g ( x ) q ( x ) + r { x ); 

( 2 ) deg ( r ) < deg ( g ). 

此时 q { x ) 称为商， r ( x ) 称为余式. 

证明如果 deg ( 5 ) > deg (/), 则可取 g (; r ) = 0 ， r ( a ;) = f ( x ). 

n m 

如果 deg ( ff ) ^ deg (/)， 假设 /⑷ = g ( x ) = ^ 6 ^, 这里 a „ ^ 0 , 6 m ^ 

i =0 i =0 

Q ， n 彡 m , 并且可逆. 

对多项式 / h ) 次数 n 用归纳法来证明. 

① 当 n = 0 时，则 m = 0, 故/ ㈤ = a 0 #0；) =知，由 于分⑷ 的首项系数是月 
中的乘法可逆元，可令 g = b ^ ao , r = 0,则 deg ( r ) < deg (^), 并且 

g { x ) q ( x ) + r ( x ) = b 0 { bQ l a 0 ) = a 0 = f ( x ), 

因此对于 n = 0,结论 成立. 

② 假设对于每个次数小于 n 的多项式，结论都是成立的. 

③ 对于次数等于 n 的多项式/ ㈤ = y ^ ajx ^ 容易知道 

■ i =0 

m 

{ a n b ^ x n ~ m ) g { x ) = ^ ( a n b ^-) hx l+n ~ m 

i =0 

的次数为 n ， 并且首项系数为 < i „. 故 / Or ) - { a n b ^ x n - m ) g { x ) 是次数小于 rz 的多 
项式.由归纳假设，存在多项式 u ( x ), r ( x ) e 使得 

f ( x ) - ( anb ^- x ^^ gix ) = u ( x ) g ( x ) + r ( x ), 

并且 deg ( r ) < deg ⑷•令 g ( cc ) = a n b ^ l 1 x n ~ m + w (; c )， 则 . 

f ( x ) = { a n K ^ x n ~ m ) g { x ) + u ( x ) g ( x ) + r { x ) = q ( x ) g { x ) + r ( x ). 

下面再证明唯一性.假设 / ㈤ = q !( x ) g ( x ) + n ( x ) J ( x ) = q2 ( x ) g ( x ) + r 2 ( x ), S 
里 deg ( n ) < deg ⑷, deg ( r 2 ) < deg ( g )， 则 { qi ( x ) - q 2 ( x )) g ( x ) = r 2 ⑻— n (>). 由于 
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g { x ) 的首项系数是 _R 中的乘法可逆元，故 deg(gi(a;) — q2 { x )) g { x ) ^ deg(g(a:)), 但 
deg(r 2 (>) -n(a;)) < deg(g(a:)), 因此 qi { x )- q 2 { x ) = 0,因而 r 2 ( x ) - r x { x ) = 0,所以 
f ( x ) = g ( x ) q { x ) + r { x ) 中的 g(a;) 和 r(a；) 是唯一的. _ 

2整除的性质 

定义 3.2.1 设丑是一个交换环， f ( x ), g ( x ) € i?[x]. 若/㈤# 0且存在 
h { x ) 6 R [ x ], 使得 g (a；) = f ( x ) h ( x ), 则称 /(a;) 整除 g ( x ), 记作 /(a:)|g(；E) 或 /|g. 

下面是环上多项式一些基本的性质. 

性质 3.2.1 设 i? 是一个交换整环，则 

(1) R 中任何一个乘法可逆元整除任何一个多 项式； 

(2) 任何一个非零多项式整除0多 项式； 

(3) 0不能整除任何多 项式； 

(4) 若 ^aOI/OcWaOIM 31 )， 则对任何多项式 a(>), 6(0；) 都有 

g ( x )\[ a ( x ) f { x ) + b ( x ) h ( x )}. 


(5) 若 5(20I/(z )， 且 /($) # 0,则 deg (^) ^ deg(/); 

(6) 若 iKaOI/Oc), 则 9 ( H ^))\ f ( H x )) - 

性质 3.2.2 设 i? 是一个交换环， f ( x ), g ( x ) e R [ x ], g { x ) ^ 0, g ( x ) 的首项系数 
是 i? 中的乘法可逆元，则 g ( x )\ f ( x ) 当且仅当 f ( x ) 被分 (;r) 除的余式等 于零. 

3 余数定理 

定理 3.2.2 设丑是交换环， f ( x ) € 则对任意的 a € R , 存在唯一的 

q ( x ) e 使得 /卜）= q ( x)(x - a) + /(a). 

证明 明显地,若/ = 0,则取 q = 0 即可. 

若/ # 0,则存在唯一的一对多项式 q ( x ), r ( x ) € i?[x], 使得 


f ( x ) = q ( x)(x - o ) + r ( x ), 
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n — 1 

并且 deg ( r ( x )) < deg(x — a ) = 1，因此 r (: r ) 是常数多项式 r . 若 g ( x ) = [ 则 

j=o 


f ( x ) = q ( x)(x - a ) +r 
n —1 

— —boci + ^ : (—bkCi + + b n - ix n + r . 

k=l 


因此 


n —1 

/⑷ =—boa + 〉: (—bkd + bk~i)d k + b n —ia n + t 
k=l 

n—l n 

=- 知 a fc+1 + h - ia k +r 

fc =0 k=l 

= 0 + 7* = r . 

所以，/⑷ = q ( x)(x - a ) + f ( a ). ■ 

从证明中可以看出，事实上，定理 3.2.1 和定理 3.2.2 对于非交换环也是成立的. 

性质 3.2.3 设丑 是交换环， f ( x ) G 丑 ㈣ ，则 a e 是 f { x ) 的根当且仅当 
( x - a )\ f { x ). 

定理 3.2.3 设 i ? 是交换整环， f ( x ) 是叫 x ] 的 n 次多项式 n 彡1,则对 fc < n ， 
a i ， a 2 , …， aj ； 6 i ? 是 / ㈤ 的不同根当且仅当 （x — ai )( a : — < i2) … （x — afe )|/( x ). 

证明由于町 e _ R 是/⑷的根，故存在 qx { x ), 使得/⑻=奶 ㈤ 卜 -( H )， 因 
此 

f ( a 2 ) = gi ( a 2 )( a 2 - ai )- 

由 a 2 - ai # 0和 i ? 是整环可知， qi { a 2 ) = 0,因此同样可知有 9 2 (^),使得仍 ㈤ = 
q2 { x)(x — a 2 ). 容易知道可以证明 （ a : — ai)(x - a 2 ) - --{x — ak )\ f ( x ). 

反过来，若 （ a ； - ai){x - a 2 ) ■ ■ ■ {x - a k )\ f { x ), 则明显地， ai , a 2 , ■ ■' ,afc e 丑是 
f { x ) 的根. ■ 

推论 3.2.1 设 i ? 是交换整环，/⑻是丑 ㈣ 的 n 次多项式 n > 1，则/ ㈤ 在 
R 中最多只有 n 个不同根. 

证明若 ai ， a 2 ,... ，叫 e R 是 f ( x ) 的不同根，则 — ai)(x — 02 ) ■ ■ • ( a : — 
a k )\ f ( x ), 因此 deg (( a ; - oi)(x - a 2 ) • ■ • (x - a fc )) < deg (/( x )), 所以 /⑷在 i ? 中最 
多只有 n 个不同根. ■ 
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思考题 3.2.1 设丑是交换环，但不是整环， /(: r ) 是 i? ㈤ 的 n 次多项式 n 彡1， 
则 /( cc ) 在 i ? 中最多只有 n 个不同根吗？ 

不一定.事实上，对于交换环 Z 8 , /( a :) = x 2 - l £ Z 8 问是2次多项式,但它有 
4个根 TJ ，5 和 7. 

若交换整环 i ? 上的多项式 / Or ) 与多项式 g ( x ) : 如果对任意的 a e R ， f 〔 a ) 与 
g ( a ) 都相等，则多项式/⑷与 〆 a ;) 不一定是相同的多项式.不过如果 i ? 是无限 
域，则/(4与 g ( a ;) —定是相同的. 

推论 3.2.2 无限域 i ? 上的多项式 /㈤ 与多项式如果对任意的 a € R , 
/⑷与 g ( a ) 都相等，那么多项式 /( a :) 与 g (; r ) —定是相同的多项式. 

证明 假如对任意的 a e i ?， / ⑷与 s ⑷都相等，但多项式/ ㈤ 与贞 z ) 是不 
相同的多项式.令= /( s ) - 5(4, 则是非零多项式，因此它的次数小于 
等于 max(deg(/), deg(g)), 记为 n , 则由上面推论 3.2.1 可知， / i (: r ) 最多只有 n 个根， 
但对任意的 a € R , h ( a ) = f ( a ) - f ( a ) = 0,所以 /( a :) = g ( x ). 


从上面的证明过程可以看出，实际上对于有限域或无限域，都有下面的结论成 

立. 


推论 3.2.3 域上的 n 次多项式 f ( x ) 与多项式 g { x ), 若存在 n + 1个不同 
的 ai e = 1,2 ,...，n + l )， 使得 ficn ) 与 g ( ai ) 都相等，则多项式/ ㈤ 与5⑷ 
一定是相同的多项式. 

性质 3.2.4 设 i ? 是一个交换整环， f { x ), g ( x ) 都是非零多项式•若 f ( x )\ g ( x ) 
且，则 f ( x ) — c 9( x ) j 其中 c 是一个丑中的一个乘法可逆元. 

证明 设 /( x ) = g ( x ) a ( x ), g ( x ) = /(:^&卜)，则 /( x ) = f ( x ) b ( x ) a ( x ). 由于 
是交换整环，故由 /( x)(l — b { x ) a ( x )) = 0可知， a { x ) b ( x ) — 1,因此 deg ( a ㈤ ）< 
0, deg (6( x )) ^ 0,所以 a ( x ), b ( x ) 6 是中的乘法可逆兀_ ■ 

4 域上多项式环的任何理想都是主理想 

下面定理是单变量多项式理论的核心定理 • 

定理 3.2.4 域 F 上的多项式环 F [ x ] 的任何理想都是主理想. 

证明 设/是的一个理想.若 J = {0}, 则 J 是主理想，因此只需考虑 
{0} 的情形. 
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在 I 中选一个非零元 g { x ), 使多项式的次数是 I 中最小的.如果 gOr ) 的 
次数是0,则 S (： r ) 是 P 的非零元，因此 I = 是主理想. 

如果 g (; r ) 的次数大于0,则对任意 /⑷ e J . 根据定理 3.2.1, 存在 q ( x ), r ( x ) € 
F [ x ], 满足 

f { x ) = q { x ) g { x ) + r ( x ), 

并且 deg ( r ) < deg ( g ). 

由于 r (； r ) = /⑷ - q ( x ) g ( x ) G I , 根据 deg (^) 的极小性 ， r —定等于0,从而 

f { x ) = q { x ) g { x ). 

因此在所生成的主理想中，所以 J 是的主理想. ■ 

定义 3.2.2 设丑 是一个交换整环 ，若丑 每个理想都是主理想，则交换整环 

R 称为主理想整环 （principal ideal domain ). 

例 3.2.1 整数环 Z 和域 F 上的多项式环 F [: r ] 都是主理想整环. 

思考题 3.2.2 主理想整环 i ? 上的多项式环 R [ x ] 一定是主理想整环吗？ 

不一定.整数环 Z 是主理想整环，由于 Z [ xl 的由2和 z 生成的理想 （2, rr ) 不 
是主理想，故 Z 上的多项式环 Z [ z ] 不是主理想整环. 

思考题 3.2.3 主理想 整环只 上的子环 S —定是主理想整环吗？ 

不一定.实际上，有理数域 Q 上的多项式环 Q [ x ] 是主理想整环，但它的子环 
Z [ x ] 不是主理想整环.实数域 R 上的多项式环 R [ x ] 是主理想整环，它的子环 QM 
也是主理想整环. 

定义 3.2.3 设 P 是域， f ( x )， g ( x )， h ( x),G F[x], 如果 h( ； r)|/(:c),/i ㈤| 沒 ( 尤)， 则 
h { x ) 称为/ ㈤ 和 g ( x ) 的一个公因式. 

设 d (: c ) 是 /( re ) 和 g ( x ) 的一个公因式，并且对 g ( x ), f ( x ) 的任何一个公因式 
h { x ) 都有 h (»| d ( x ), 则 d ( x ) 称为/ ㈤ 和 g ( x ) 的最大公因式 (greatest common 
divisor ), 记作 gcd (/( or ), g ( x )). 

性质 3.2.5 设 F 是域， di ( x ), d 2 { x ) 都是 ㈤ 的最大公因式，则屯 ㈤ = 
c - d2 ( x ), 其中 c 是域 F 中的一个非零元. 

证明 由于 di ( a0id2 (： c )， tZ2 (; r )| di ( a :), 故 d \{ x ) = c - d ^ ix ). ■ 
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由上面引理可知最大公因式在相差一个常数因子的意义下是唯一的，因此首项 
系数都等于1的最大公因式是唯一的. 

定理 3.2.5 设 F 是域, f ( x ), g ( x ) 不全为零，则最大公因式 gcd (/( a ： W ； r )) 存 
在，并且存在 a ( x ), b ( x ), 使得 

gcd ( f ( x ), g ( x )) = a { x ) f { x ) + b ( x ) g ( x ). 

证明 令了为中由 /( a ;) 和生成的理想,根据定理 3.2.4, 7是一个主 
理想，任取 I 的一个生成元 d [ x ). 由于 J 由 f ( x ), g ( x ) 生成，存在 a ( x ), b ( x ) e - R [ a ;], 
使得 

d { x ) = a { x ) f { x ) + b ( x ) g ( x ). 

下面只需证明 d ( a :) 是 /( z ) 和 3 ( aO 的最大公因式就可以了.根据主理想的定 
义, d ( a ;) l / O )， d ( a :)| 0 (： r )， 故 d ( a ;) 是 f ( x ), g ( x ) 的一个公因式 • 

设 h ( x )\ f ( x ), h ( x )\ g ( x ), 则存在 u (; r )， i ;(; r ) e F [ x ] 使 

f { x ) = u ( x ) h ( x ), g ( x ) = v { x ) h ( x ). 

于是 

d ( x ) = [ a ,( a ;) w ( a ;) + b ( x ) v ( x )] h ( x ), 

因此 h ( x )\ d ( x ), 所以火岣是/ ㈤ 和 〆 ; r ) 的最大公因式 • ■ 

高等代数中学过的辗转相除法可以推广到任意域上,用它可以计算最大公因 
式. 

例 3.2.2 在 Z 13 [; c ] 中，设多项式 / Oc ) = x 4 + 3 a ; 3 - x 2 -4 x -3, 5 ( x ) = 3 a : 3 + 
W +2 x -1, 则用辗转相除法可以得到 / ㈤ 和 5 ⑻的最大公因式 gcd (/ ㈤ ， 5 ( x )) = 

: T + 3. 

定义 3.2.4 若/ ㈤ 和 g ( x ) 的最大公因式 gcd ( f ( x ), g ( x )) = 1，则称/ ㈤ 和- 
9( x ) 互素_ 

推论 3.2.4 域 F 上的多项式/ ㈤ 和 50) 互素的充要条件是存在 S 
^[ x ], 使得 f ( x ) u ( x )+ g { x ) v ( x ) = 1. 

例 3 . 2 . 3 设 R [； r ] 为实数域 H 上的多项式环，/⑷ = x 2 + l , g ( x ) = a ; 5 + a: 3 +l e 
R [ x ], 试求 /( x ), g ( x ) 生成的理想. 
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证明 由于/⑷和互素，故存在 Krc ) 和 q(x), 使得 

p(x)f(x) + q{x)g{x) = 1. 

实际上，取 p ( a :) = -x 3 , q(x) = 1 € [: r], 贝 1 J 

-x 3 {x 2 + 1) + l(x 5 +x 3 + 1) = 1, 

所以 / ㈤ 和 3 ( 0 ：) 生成的理想 (f(x),g(x)) = (1) = R [ x ]. ■ 

5域上多项式的应用 

数字通讯在现代科学技术中起着非常重要的作用，在计算机之间的数字传递， 
最好是没有任何误差，但在传送信息过程中难免出现误差，如何解决这一问题呢? 
解决这一问题的一个方法是设法判断所接收到的信息是否有错误，如有错误就要求 
发送者重新发该信息.为了便于检验错误，可先对原信息进行适当的加工，可以利 
用环上的多项式进行编码. 

设要传送的信息码长度为 fc , 信息码为 
bo , &1，…， 6 fc - i , 这里 〜 e Z 2 , 贝 1 J 

m(x) ^b 0 +bix + ■ ■■ + G Z 2 [x] 

称为信息码多项式. 

又设码词为 « 0 ) , a n ~ l,Cli ^ Z2 , 则 

v ( x ) == ao + a\x + .. • + a ^- ix 71 ^ 1 € Z2 [ z ] 称 
为码词多项式. 

利用域上的多项式，可以给出一种方法， 

将每一个信息码多项式按一定规则得到对应 
的码词多项式，从而把每一个信息码变为码词. 

先选定一个 n - k 次多次式 p (: c ) e Z 2 [ x ] 作为生成多项式. 

若 m(x) 是信息码多项式，设用 p ( z ) 整除 x n ~ k m(x) 所得的余式为 r(x), BP 

x n ^ k m(x) — q(x)p(x) + r(x), deg(r) < deg(p). 

令 w (: r ) = x n ~ k m{x) — r ( a :)， 则 p(x) 整除 v (: r ), 则(: c ) 就作为码词多项式，它的系 
数就是码词.这样，可以将每一个信息码通过以上的多项式运算变为码词. 
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可用例子来说明上面的过程，选定一个 

n-k =4 次多项式作为生成多项式, 

则 


生成多项式 

p{x) = 1 + X + CC 2 + 怎 3 + X 4 

信息码 

101 

信息码多项式 

m{x) = l-^-0cc-\-x 2 

x^m{x) 

x 4 + x 6 

r ( x ) 

T-\-x 

码词多项式 v{x) 

1 + x + Ox 2 + Ox 3 + a: 4 + Ox 5 -f- x 6 

码词 

1100 101 


对每一个信息码都可作以上方法求得对应的码词，接收者收到码词后，先写出 
收到的码词多项式 v { x ), 然后检验 p (: c ) 能否整除 <岣，若 p ( x )\ v ( x ), 则此信息无 
错,否则信息有错. 

例 3.2.4 设生成多项式为 p ( x ) = 1 + x 2 + x 3 + x 4 , 试验证码词1011011和 
1100101有无错. 

解由于1011011的码词多项式为1： + ; r 2 + a ; 3 + a ? 5 + ar 6 , 并且 

v ( x ) = p ( x ) ( x 2 + 1) + a ; 2 , 

故 p ㈤ 不能整除 v { x ), 所以码词1011011有错. 

由于1100101的码词多项式 v ( x ) 为了 + a ; + a : 4 + ® 6 , 并且 

v ( x ) = p ( x )( x 2 + X + 1), 

故 P (： C ) 能整除 v { x ), 所以码词1100101无错_ 

不过要注意的是，当收到的码词多项式 <0：) 不能被 P ㈤ 整除时，此码词一定 
有错.但若 ph ) 能整除 v ( x ), 这时收到的码词也并非一定无错,有可能是错误位数 
多而检查不了，但这种发生多位错误的概率很小.在实际中，还可设计一种专门的 
电子线路，无需作任何多项式的运算，操作员发报时也只需打信息码就可以了，电 
子线路会自动转换成由生成的码词，接收时也有专门电子线路自动检验是否 
有错，非常方便和实用. 


3.3 因式分解 

中学课本上就有了一些具体的方法，可以将一个多项式进行因公分解，如将 
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d - 1分解为 （: T - l )( x 2 + X + 1 ), 但要分解到怎么样才是不能再分解呢？如在 
Q (%/3) 中 〆 — 3可以分解为 Or + V ^)^- V 3), 但在整数 Z 中,: r 2 - 3就不能再分 
解了，容易想到因子分解与多项式的系数所在的环有关，因此在环中，要重新定义 
整除和不可约等基本的一些概念. 

1 整除、相伴、素元和不可约元 

定义 3.3.1 设 R 是一个交换整环， a , bGR , b ^0, 若存在 c e R , 使 a = be , 
则称整除 a ， 记为 6| a . 

例 3.3.1 在 Z 5 中， 5-3 = 1：, 故5整除 T . 

交换整环中的整除概念是整数环和多项式环中的整除概念的推广. 

定义 3.3.2 当？)整除 a 时，6称为 a 的一个因子 （ divisor ). 

在整数环 Z 中，如果两个非零整数 a ， 6相互整除，则这两个数的商为±1.对 
整环的整除而言，如果两个因子仅相差一个逆元，可以认为这两个因子是相同的. 

定义 3.3.3 若环中的两个非零元 a, 6 满足 6|a, a|6, 则称 a 和&是相伴元 
(associates). 

容易看出，若 i ? 是交换整环，则 a 和&是相伴的当且仅当存在环 i ? 中的乘法 
可逆元％使得 a = 不难证明，相伴是环 E 中一个等价关系 • 

例 3.3.2 在 Z 5 中，由于互=交.5,5 = 3.孓故2整除1且互整除交，因此3 
和3相伴. 

可将整数环 Z 中，素数的概念推广为一般交换环的素元. 

定义 3.3.4 设 p 是交换环 丑 中的一个非零元 ，若 P 不是乘法可逆元，且 
p = ab 0t, 一定有 p|a 或 则称 p 为一个素元 (prime element). 

在整数环 Z 中，若 p 为素数 ， p =汕，则一定有 a = 土1 或6 = 士 1. 在交换整环 
R 中可以根据素数的这个特征将它推广为不可约元. 

定义 3.3.5 设 p 是交换环 K 中的一个非零元，若 P 不是乘法可逆元，且 

ab 时， a 和 6 中一定有一个是乘法可逆元，则称 p 为一个不可约元 (irreducible 
element). 若 p 不是不可约元，则称 p 为一个可约元 (reducible element). 
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例 3.3.3 在整数 Z 上的多项式环 Z ㈣ 中，由于 2 x + 2 = 2 (x + l ), 并且2和 
x + 1 都不是可逆元，故 2 ;r + 2是 Z [ a ;] 的可约元. 

思考题 3.3.1 设 i ? 是交换环，中的素元一定是不可约元吗？ 

交换环 i ? 中的素元不一定是不可约元，但交换整环 i ? 中的素元一定是不可约 
元.实际上，在环 Z 6 中，5是素元，由于 5 = 5.3, 但5和3都不是 Z 6 的乘法可逆 
元，故5不是 Z 6 的不可约元. 

性质 3.3.1 若 i ? 是交换整环，则丑中的素元一定是不可约元 • 

证明 若 a 是 R 中的素元，则 a = be 时,一定有 a |6 或 a | c ， 不妨设存在 d 使 
得6 = ad , 则 a = adc •由于是整环，故 dc = 1，从而 c 是乘法可逆元，所以素元 
a 一定是不可约元. ■ 

不难验证，素元生成的理想是素理想. 

性质 3.3.2 若尺是交换整环，则 a e 丑是素元的充要条件为⑷是非零素 
理想. 

2唯一因子分解环 

由算术基本定理可知，任何一个大于1的自然数可以唯一地分解成有限多个 
素数的乘积,如210 = 2 . 3 . 5 • 7,并且适当的置换后,这种分解是唯一的.即 a 是大 
于等于2的整数，则 a 可表示为 a (其中 Pu …， Pr 全是素数， r 是一个 

非负整数)•如果 a = p !--- p s = (其中 Pu -.. , Ps , Qi , ■■- , Qt 全都是是素数)， 

则 s = t , 并且在对 qir - , qt 作适当的更换后每个 Pr •与办相等- 

定义 3.3.6 交换整环丑称为唯一因子分解环 （unique factorization domain ). 

若下面条件满足： 

(1) R 中任何一个非零元 a 可表示为 

a = cpi • -- Pr , 

其中 C 是乘法可逆元， P 1, ■■- , Pr 全是不可约元， r 是一个非负整数- 

(2) 设 cpi ■ ■ - p s = dqi ■ ■ - qt , 其中 c，d 是乘法可逆无， pi , …， Ps ， qi , ■■- ,Qt 都是 

R 中的不可约元，则 S = t 并且在对 ft ,... 作适当的置换后每个 iV 与相伴. 
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思考题 3.3.2 在唯一因子分解环的定义中，为什么需要条件（2)，有可以分解 
成不可约元的乘积，但分解不唯一的环吗？ 

有的.实际上，在交换整环= {a + 6 Vl 0| a,&e Z } 中， 4 + x / IS 和 4- # 
都是 Z [_] 的不可约元，2和3也是 ZWm \ 的不可约元，但对于6 e Z [ v ^], 有 
两个不同的分解6 = 2 • 3 = (4 + ^)(4 - \/10). 

很容易看出下面结论成立. 

性质 3.3.3 若丑是一个唯一因子分解环， p & R 是一个不可约元，： P 整除城 


则 P 整除 a 或 p 整除 


思考题 3.3.3 在唯一因子分解环中，不可约元和素元有区别吗？ 


没有区别.在交换整环 丑中， 素元一定是不可约元.唯一因子分解环中的不可 
约元一定是素元，因此在唯一因子分解环丑中，可以不再区分素元和不可约元.在 
整数环 Z 中，每个元素都可以唯一分解成素数的乘积，如对30 e Z , 有30 = 2 . 3 .5. 

定义 3.3 .T 设 R 是交换环， f ( x ) e R [ x \ 是一个非零元，若 f ( x ) 不是乘法可 
逆元，且 f ( x ) = g ( a ;)/ i (： r ) 时， 5($) 和 h ( x ) 中一定有一个是乘法可逆元，则称 f ( x ) 
为多项式环 R [ x ] 的一个不可约多项式 （irreducible polynomial ). 若 f ( x ) 次数大于 
零，并且不是多项式环的可约多项式，则称 /( a ：) 为一个可约多项式 （reducible 
polynomial ). 

容易验证,/(4 = 4(0： - 1) 和 5(4 = x 2 - l 为整数 Z 上多项式环 Z [ a :] 的可约 
多项式，但=^ 2 + 1是多项式环 Z [: c ] 的不可约多项式. 

若 F 是一个域，则0次的非零多项式一定是乘法可逆元，因此一个多项式 
f ( x ) G F [ x ] 是一个不可约多项式，当且仅当 deg (/) > 0,并且 / Or ) 不能分解成两 
个次数小于 deg (/) 的多项式的乘积.不过若 i ? 是环，但丑不是域，则 /( a ；) £ R [ x ], 
deg ( f ) > 0不能分解成两个次数小于 deg (/) 的多项式的乘积时，/ ㈤ 不一定是 
R [ x ] 的不可约多项式.事实上， f { x ) = i{x - 1) G Z \ x ] 不能分解成两个次数小于 1 
的多项式的乘积，但它是 ZM 的可约多项式. 

定义 3.3.8 若/ ㈤ 是一个可约多项式，则存在一个多项式 9(0 满足5 ㈣ 整 
除 f ( x ) 且0 < deg ( g ) < deg (/), g { x ) 称为 f { x ) 的一个真因式. 

引理 3.3.1 设 F 是域， f ( x ), g ( x ) 6尸 ㈣ 且 f ( x ) 不可约，若 f ( x ) 不整除 
g (; c )， 则 deg ( gcd (/( x ), p ( x ))) = 0. 
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证明记 d (; r ) = gcd ( f ( x ), g ( x )), 则存在 h ( a ;) 使 /( cc ) = d { x ) h { x ). 由于 /(«) 
不可约， deg ⑷= 0或 deg (/ i ) = 0. 假如 deg ⑷= 0,则九⑷是个非零常数 c ， 此时 
/(^) = cd ( x ), d ( x )\ g ( x ), 从而 /( a ;)|5( 工)，但 /(工）不整除 g ( x ), 所以 deg ( d ) = 0. ■ 

定理 3.3.1 设 F 是域， p ( x ) 是一个不可约多项式， p ( x ) 整除 /(: r ) ff ( o ;)， 则 
P { x )\ f ( x ) 或 p (; r )|5< a :). 

证明如果 Kx ) 不整除 f ( x ), 由上面引理知 p ㈤ 与/⑷互素，根据定理 
3.2.5 存在 a(a;) ， 6(a;) e F [ a :]， 使 


a ( x ) p ( x ) + b ( x ) f ( x ) — 1 

两边同乘 〆 a :) 得 

a ( x ) p ( x ) g ( x ) + b ( x ) f { x ) g { x ) = g { x ). 

由于 p (; r ) 整除 f { x ) g { x ), 它也整除上式的左边，所以 p ( x )\ g ( x ). ■ 

推论 3.3.1 设 F 是域， p { x ) 是一个不可约多项式， p ⑷ 1/ 办 ) … 焱 ㈤ ，则 
p { x ) 整除某个 fi ( x ). 

如何判断一个多项式是否可约是一个重要但比较难的问题.在高等代数，有一 
些方法可以判别多项式是否可约，如 Eisenstein 判别法，但不一定总是有效的. 

例 3.3.4 设/(0是域 F 上的一个次数等于2或3的多项式,试证明 /㈤ 
在 F 上是可约多项式当且仅当 /( x ) 在 F 上有根. 

证明 若/ ㈤ 是 P 上的可约多项式，则存在 9 ( x ), h ( x ) G F ㈤ ， 使得/⑷= 
g ( x ) h ( x ), 并且 deg ( g ) < deg (/), deg (/ i ) < deg (/). 由于 f ( x ) 的次数等于2或3的 
多项式，故 3 ( a :) 和至少有一个是一次因子.不妨设 g ( o ；) = aa ; + &(a # 0)，则 
- a -4是 g (; r ) 的根，因而 - a - 4也是 f ( x ) 的根. 

反过来，若 a 是/ ㈤ 在 P 的根，则 （ a ; — a )\ f { x ), 所以/ ㈤ 可约._ - 

思考题 3.3.4 设 f ( x ) 是域 F 上的一个次数大于 3 的多项式，若 /( ir ) 在 F 
是可约的，则 f ( x ) 在 F 上有根吗？ 

不一定.如实数域 R 上的多项式 /0) = a ; 4 +2 x 2 + l ， 由 W + Sr ^ + l = ( a : 2 + l ) 2 
可知，它是可约的，但 / Or ) 在实数域 R 上没有根. 


例 3.3.5 试判别/⑷ = x 2 + T^E Z 2 [ a ;] 和 Z 3 [ x ] 中是否 可约. 
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证明 在 Z 2 [a:] 中，有/(了）= I 2 +1 = 0,因此/⑷在 Z 2 [x] 中可约，并且 
/0) = (: r + T)0 + T). 

在 z 3 [x] 中，有 /⑼ = 0 2 +T = T, /(T) =T 2 +T= 2 , /( 2 ) = 5 2 +T = 5 ,因此 
/0) 在 Z 3 没有根，所以 /0) = P + T 在中 Z 3 [x] 不可约 .■ 

下面可以证明 F 闳是唯一因子分解环了. 

定理 3.3.2 设 f ( x ) 先城 F 上的一个次数大于0的多项式，则 

/0)二 cpi { x )- -- Pnix ), 

其中 C 是一个非零常数, Pl ( x )， … , p n ( x ) 是首一不可约多项式，以上等式称为 f ( x ) 
的不可约分解式. 

这里的 C 和真因式列 {pi ( x ) , , Pn ( x ) j 在相差一个次序的意义下由 f ㈤ 唯 
一确定的. 

证明先证明分解式的存在性，用归纳法对 deg (/) 进行归纳证明. 

(1) 当 deg (/) = 1时，/⑻可写成 c /办) (这里 C 是/⑷的首项系数)，因此结 
论成立. 

(2) 假设结论对 deg ( f ) < ri 的/⑷都成立. 

(3) 下面证明当 deg (/) = n 时结论也成立. 

如果/(4是不可约多项式，则结论自然成立.若 /&) 是可约多项式，则存在 
次数小于 deg (/) 的非零多项式 f2 { x ), 使得/⑻= 

由于 deg (/!) < n , deg (/ 2 ) < n , 故由归纳假设可知 fi { x ) J 2 { x ) 的分解式存在. 

fl ( x ) = Cpi ( x ) ■ ■ ■ p r ( x ), 

/ 2 ( X ) = c ' p r +1 ( x ) - • - Pn (^), 

其中 c ， 〆 是非零常数， Pi { x ), - - • , Pn { x ) 是首一不可约多 项式. 所以 deg (/) = n 时 
结论也成立. 

(4) 最后证明分解式的唯一性. 

对/ ㈤ 的因式个数 n 进行归纳 证明. 当 n = 1时，结论显然成立.假设分解 
式在因式个数小于 n 时是唯一的，则因式个数为 n(n > 1) 时，若 

/(X) = C 1 ' Q\ (x) ■ ' • Qrn (-^) 
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是另一个不可约分解式. 

由于 與 ㈤ ，如⑷都是首一多项式， C 和 C " 都等于/⑻的首项系数，故£ = 0". 

由于 p ± (x)\f(x), 根据推论3,3.1， Pi(x) 整除某个 qj ( x ), 不妨设 Pi ㈤ ⑷ ㈤ .但 
是 gi ( x ) 也是不可约的，故 Pi ( x ) — q \{ x ). 因此 

P 2 {^)- -Pn{^) = 32 (X) _ . . q m {x). 

利用归纳假设得知 m = n, 并且真因式列{仍 ㈤ … Pn ( T )} 和 切 2 <>)… QmOO } 只 
相差一个次序 .■ 

推论 3.3.2 任意域 F 上的单变量多项式环 F [ x \ 是唯一因子分解环. 

例 3.3.6 试将多项式/0) = : r 4 + T 在 Z 3 [ x \ 中分解成不可约多项式的乘积. 
解 由于/(了) = /⑵= 5,故 /( x ) 没有一次因子 ■ 

设 f(x) = (x 2 + ax + b)(x 2 + cx + d ), 则比较系数可知 

ad = 1, a + c = 0, 6+d + ac = 0, ad-\-bc = 0- 

由 a + e = 0 和 ad 十 be = 0 ,可得 c(i — d) = 0 . 若 c = 0，则由 6 + d + ac = 0 
可知 b = - d ， 故由 ad = 1 可知 & 2 = -1， 矛盾，因此 c^O, 故由 c(b - d ) = 0 可知 
b = d . 由 a + c = 0 可得 a = — c . 因此可取 a = 1, 6 = 2, c = 2, rf = 2, 从而 

f(x) = (x 2 + x + 2)(x 2 + 2x + 2). 

由于 〆 x) = x 2 +x + 2, h(x) = 0 ： 2 + 20 ： + 2 在 1 和 2 都不为零，故 〆 ； r) 和 h(x) 
都没有一次因子，因而是不可约多项式 , 所以 /( 岣 = (x 2 ^x + 2)(x 2 -f2a; + 2). 


3多项式的重因式 


f(x) = cpi(x) - - . Pn ⑻是/ ㈤ 的不可约分解式时，其中的不可约因式 Pi ㈤ 不 
一定两两不同，若将相同的因式写在一起就可将上式改为 


/ ⑻ = cpi{x) kl •- ^p r (x) kr , 
这里 Pl ( x ), - - - , Pr ( x ) 是两两不同的首一不可约多项式. 
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定义 3.3.9 若 f(x) = cpi ( x) kl - ' ， Pr(x) kr , 并且 Pi(x), ■ - * ,p r (x) 是两两不同 
的首一不可约多项式，则称该分解式为 f(x) 的标准不可约分解式. 指数匕 称为因 
式仍⑻ 在 f(x) 中的重数 （ multiplicity), 重数大于 1 的因式称为重因式. 

例 3,3.7 在 Zz [ x ] f { x ) = 2 x s + 2a: 2 + 2a; + 2 的标准不可约分解式为 
f { x ) = 2 (x + l )( o : 2 + T ). 

思考题 3.3.5 如何判断多项式 f ( x ) 有没有重因式呢？ 


在微积分中，可以利用导数来判断多项式 /( x ) 有没有重因式.由于 


/' ㈤ 


lim 
Ax ―>0 


f(x + Ax) - f { x ) 
Ax : 


故 ( a n x n + a n - ix n ~ l + ■ • • + ao )' = na n a ; n_1 + (n — l ) a n - ix n ~ 2 + • • • + ai- 但在环 
和域中，没有了微积分中导数的几何或物理意义，就无法按上面的方式来定义导数. 
不过，可以按照多项式导数的规律，来定义多项式的形式导数. 


定义 3.3.10 设 f { x ) = a n x n + a n -\ x n ~ x + • ■ • + a 0 G F [ x ], # 


f { x ) — na„x n_1 + (n - l ) a n ^ ix n ~ 2 + _ •. + ai 


为 f ( x ) 的导数 • 

与微积分中的导数类似，可以证明下面的导数性质仍然成立，因此容易知道它 
是多项式环的微分. 

性质 3.3.4 对任意 f ( x ), g ( x ) e F [; r ], 有 

(/(^) + g ( x)Y = f’(x) + g '{ x ), 

(. g { x ) f ( x)Y = f '( x ) g { x ) + f ( x ) g '( x ). 


在高等代数，数域上一个非零多项式的导数的次数是原多项式的次数减 1, 因 
此考虑如下的问题是有必要的. 

思考题 3.3.6 交换整环上一个非零多项式的导数的次数一定是原多项式的 
次数减1吗？ 

例 3.3.8 在 Z5 [ a ：] 中， f { x ) = 2 x ?, + x 2 + 2 x + l 的导数为 f { x ) = Do ; 4 +^ e 十2 = 
2 x + 2. 
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与髙等代数数域上一个非零多项式性质类似,对于特征为0的域有如下的 
性质成立，不过该性质对一般的域是不一定成立的. 

性质 3.3.5 设 f ( x ) = cp 1 ( x) kl - - ■ p r ( x ) k , - 是特征为 0 的域上一个次数大 
于1的多项式/(4的标准不可约分解式，则 

r 

gcd ( f ( x ), f '( x )) = 

i=l 


下面结果对任意域成立. 

性质 3.3.6 设 是域，若 / ㈤ e F [ x ), g C d (/0 r )，/'( a 0) = 1,则 f { x ) 无重因 

子. 

证明 如果 /⑷= g ( x ) r h ( x ), 其中 deg (3) > 0, h ( x ) # 0, r > 1, 贝 !j 

f ( x ) = rg ( x ) r ~ 1 g '( x ) h ( x ) + g ( x ) r h \ x ) 

= g ( x ) r ~ 1 [ rg '( x ) h ( x ) + g ( x ) h '{ x )}. 

因此 g ( x )\ gcd ( f ( x ), f ( x )), 从而 咖） = 1， 所以 /㈤ 无重因子. ■ 

定义 3.3.11 设 是整环， f ( x ) = a n x n + o „_ ia : ra_1 + • • • + a 0 e F [ a :], a € R , 
若 （® - a ) fc 整除 f ( x ), 但 （z - a ) fc+1 不能整除 f ( x ), 则称 a 为 f [ x ) 的 k 重根 • 

性质 3.3.7 设 i ? 是整环， f ( x )= a n x n + a n -\ x n ~ l + . • • + a 0 e F [ a :], a & R 
是 / ㈤ 的重根当并且仅当 a 是 / ㈤ 和 /' ⑷ 的根. 


3.4 本原多项式 

在髙等代数中，如果一个整数系数的非零多项式 / h ) = a n x n + + 

■■■+ a lX + a 0 的系数没有异于±1的公因子，那么就称之为本原多项式，如整数系 
数多项式 = x 3 + 2x 2 + 3 是本原多项式. 

1本原多项式的定义 

定义 3.4.1 设 i ? 为环， f ( x ) = a n x n 4- Ojj - ia ;" -1 + …+ ap + a 0 是一个非零 
多项式，其中 ^ n — l ， ■ . _， G 丑 • 如果除了乘法可逆元外, ^ n — l ，_ ■ ■ ， a ! ，( X 。 
没有其他公因子，则称/⑻为一个本原多项式 (primitive polynomial). 
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例 3.4.1 在 Z [ x ] 中，多项式 /( a ;) = x n + a ; n_1 + …+ x + l , g ( x ) = x — 1 
都是本原多项式，= 4 a :- 2不是本原多项式.容易知道，若多项式 / Or ) = 
a n x n + a n _ ia : n_1 + ■ • • + a\x + ao 的系数中有等于1的，则/⑷是本原多项式，如 
首1多项式一定是本原多项式. 

例 3.4.2 在 Z 3 ㈣ 中， 多项式 /( a :) = x 2 + x + 1 是本原多项式. 由于 〆 ; r ) = 
2 x -1^2( x -2), 5在 Z 3 中是可逆的，故 〆 : c ) 也是本原多项式. 

思考题 3.4.1 若 p 为素数， Z p [ x ] 的多项式都是本原多项式吗？ 

是的.这是由于对任意的多项式 /( a ：) e Zp [ x ], 若 ( 2 是 /( a :) 的系数的公因子， 
则 a 是乘法可逆元，因此 / Or ) 是本原多项式. 

思考题3. 4 .2 设 i ? 是唯一因子分解环，不可约多项式 /( x ) e 叫0；] — 定是本 
原多项式吗？反过来呢？ 

容易 看出， 次数大于等于1 的 不可约多项式 /(岣 €丑问一定是本原多项式.反 
过来，如在 中， 多项式 f ( x ) -= x 2 -\- 4 x + 3 是本原多项式，但 f ( x ) = a : 2 + 4 a : + 3 = 
(x +3)^ + 1), 所以本原多项式 /(4 e 不一 定是不可约多项式. 

2 Gauss 引理 

定理 3.4.1 (Gauss 引理）设丑是唯一因予分解环 ，则两个本原多项式 f ( x ), 
g { x ) e i ?[ a ：] 的乘积 f ( x ) ff ( x ) 仍然是 本原多 项式. 

证明设 


f ( x ) = a n x n + a n ^ xx n ~ 1 H - h a x x + a 0 , 

g ( x ) = b m x m + b ^- ix 171 ^ 1 + + bix + b 0 

都是本原多项式.将 f ( x ) g ( x ) 展开成 


f ( x ) g ( x ) = c n + m x n+m + c „ + m _ ia : n+m_1 + ■ ■ ■ + cjx + c 0 , 


则 


Cfe ~ > : 0 ， ibj. 
i+j—k 



反证法.假如 f { x ) g { x ) 不是本原多项式，则存在 i ? 中的不可逆元 P 整除¥少 
Ci . 设 a r 是/ ㈤ 中从左边数起第一个不被 p 整除的系数.设匕是 S ( o 0 中从左边 
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数起第一个不被 P 整除的系数.则 

^r~\-s = 办 s+i + / ^ a r+jbs—ii 

i>0 i>0 

它不被 p 整除，矛盾.由反证法原理可知， f(x)g(x) 是本原多项式 . _ 

思考题 3.4.3 设 K 是唯一因子分解环，若两个多项式 /( a ：)， 5 ( ： c) 的乘 

私 f ( x ) g ( x ) 是本原多项式，则 f { x ) 和 5㈤ 都是本原多项式吗？ 


是的 • 实际上，设 / ㈤ = a fi ( x )： 9 i x ) = hi ( x )， 这里 a,b G R , / i ( a ;) 和 
gi ( x ) 都是本原多项式，则由上面的 Gauss 引理可知， fi ( x ) gi ( x ) 为本原多项式.由 
于 f ( x ) g (. x ) 是本原多项式，故是乘法可逆元，因此由 a (6( a 6) _1 ) = e 可知 a 
是乘法可逆元 •由 （_)- 1 咖 = e 可知6是乘法可逆元，所以/ ㈤ = a /办） 和 
g { x ) = bgi ( x ) 分别都是本原多项式. 


3 分式域中的本原多项式 


由于 QM —个本原多项式能否分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积 
与它能否分解成两个次数较低的整数系数多项式的乘积是一致的，故在唯一因子分 
解环和它的分式域 F 中，一样可以考虑一个本原多项式在尸 ㈤ 中分解成两个 
次数较低的的多项式的乘积，与它可分解成两个次数较低的丑 ㈣ 中的多项式 
的乘积是否一致的问题. 

弓 I 理 3.4.1 设 R 是准一因子分解环， F 为 R 的分式域， f(x),g(x) 都 是本原 
多项式，若本原多项式 /( a ;),5 ㈤ e i ?[ x ] 在 i ^] 中相伴，则它们在邱 r ] 中也是相 
伴的. . 

证明 由于本原多项式 f(x),g(x) E i ?[ x ] ^ 中相伴，故存在 c e F , 使得 

/ ⑻ = cg[x). 

由 C e F 可知，有 a ，6 e i ?， 使得 c = f e F , 并且 gcd ( a , fe ) = i . 于是 

bf(x) = ag{x). 

设 /( a :) 和咖）的第 i 次项系数分别为 Q 和4比较上式两边第 i 次项的系数得 
b Ci =adi. 假如6不是乘法可逆元，由于&与 a 互素，上面等式推出&整除屯从而 
b 整除 〆 a ：) 的每个系数，但这与 g ( a ;) 是本原多项式相矛盾.所以&是乘法可逆元 • 
同理可证 d 也是乘法可逆元. ■ 
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定理 3.4.2 设是唯一因子分解环， F 为 R 的分式域，若丑 ㈣ 的一个本原 
多项式在尸 [: r ] 中可约，则它可分解成两个次数较低的 R [ x ] 中的多项式的乘积. 

证明设 /( a ；) 是的一个本原多项式， /( a ;) 在 • Fl / c ] 中可约，则存在 
g ( x ), h ( x ) € F [ x \, 满足 deg (>) < deg (/), deg (/ j ) < deg (/), 使得 /⑷ = g ( x ) h ( x ). 
故一定有 r , s e i 71 ， 使为丑 ㈣ 的本原多项式. 

根据 Gauss 引理，等式 


rsf { x ) = [ rg ( x )][ sh ( x )] 


的左边是一个本原多项式. 


由引理 3.4.1 得知，本原多项式 rsf ( x ) € _ R [; r ] 和 [ r ^( a ;)][ s / i ( a ;)] € 在 F [ x ] 
中相伴时，它们在中也是相伴的，因此 M 是 ii 中的乘法可逆元,所以/(岣可 
分解成两个次数较低的中的多项式的乘积._ 


3.5 唯一因子分解环上的多项式 


对于整系数多项式 /b) e Z[x], f(x) 在有理数域 Q 上可约的充分与必要条件 
是/(幻在整数环 z 上可约 • 

引理 3.5.1 设是一个唯一因子分解环， F 是它的分式域 • 

(1) R [ x ] 中的乘法可逆 元是丑 中的乘法可逆元. 


⑵次数大于零的 f ( x ) e R [ x ] 是 JIM 中的不可约元当且仅当 f { x ) 是本原多 
项式并且它在 F [ Z ] 中不可约. 

证明 （1) 设 9(33) 是中的一个乘法可逆元.则存在 h { x ) € 
g { x ) h { x ) = 1, 因此 deg ( g ) = deg (/ i ) = 0，即 〆 ; r) 和 /i(a:) 都是 i ? 中的非零兀素，所 
以 WaO 是7?中的乘法可逆元. 

(2) 先设 /Or) 是 丑 ㈤ 中的不可约元. 令 a 为 f ( x ) 的系数的最大公因子，则 
f ( x ) = afi ( x ), 其中 fi ( x ) 是本原多项式.由于 deg (/ i ) = deg (/) > 0,故 / i ( x ) 不是 
乘法可逆元，因此 a 是乘法可逆元，所以/(4是本原多项式. 

若 / Or ) 在中可约，则它可分解成两个次数较低的況 ㈣ 中的多项式的乘 
积，但这将与 /&) 的不可约性矛盾，所以 / Or ) 在中不可约. 
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反之，设 i ? [: r ] 中的本原多项式/(4在 F ㈤ 中不可约.假定存在 g ( x ), h ( x ) 6 
i ?[ a ：], 使得 f { x ) = g ( x ) h ( x ). 由于 / ㈤ 在 F [ a :] 中不可约，故 deg ( g ) = 0或 deg (/ i ) = 
0,不妨设 deg ⑷= 0,于是 〆 z ) 是丑中的非零元素 c . 由于/(4是本原多项式 ， c 
是乘法可逆元，所以 / Or ) 是丑 问中的不可约元 .■ 

有了以上的准备，就可以证明下面定理了. 

定理 3.5.1 设 R 是唯一因子分解环，则 R [ x ] 也是唯一因子分解环. 

证明 （1) 设 /( z ) e 不等于零，对 deg (/) 用归纳法来证明 / Or ) 可以分 

解成一个乘法可逆元和若干个不可约元的乘积. ' 


若 deg (/)=0, 则/ S i ? 由于 J ? 是唯一因子分解环， /(; r ) 可以分解成一个乘法 
可逆元和若干个不可约元的乘积. 

假设 deg (/) < n 0 t , f(x) 可以分解成一个乘法可逆元和若¥个不可逆元的乘 
积. 

若 deg ⑺== n , 则/ = c / i , 其中 c € R,fi 是一个本原多项式.将 c 分解成 
C = dciC 2 • • ■ C r , 其中 d 是乘法可逆元， 0!,02,•■- ,c r 是不可约元. 

如果 A 不可约，则 f = dc 1 c 2 --- c r f 1 已经是需要的分解式. 

如果/：!可约，则根据定理 3.3.2, 存在 g ( x ), h ( x ) G _ R [ a ：]， 使得/⑷= g ( x ) h ( x ), 
其中 deg (^) < deg (/) = n , deg ( h ) < deg ( f ) = n . 根据归纳假设 , g ( a ;) 和 都能 
作不可约分解，于是 /&) 也可以作不可约分解. 

(2) 设 cpi ( x ) ■■■ Psi ^ x ) = dqi(x) ■■ - q t (x), 其中 c，d 是乘法可逆元， Pi ( x ), • • • , 
Ps(x),qi(x),- - - , q t (x) 都是中的不可约元.不妨设 

Pi (>)，-•. , p u ( x ), qi { x ), ■■- , q v ( x ) £ R , 

p u + i ( x ), - - - , p s ( x ), q v +1 ( x ), • - • , q t ( x ) ^ R . 

设根据引理 3 .5.1 的（ 2 )， p M +1 ( a :)， … , p s ( x ), q v + i ( x ), - - - , qt { x ) 都是本原多项式并且 
它们在 P [: r ] 中也不可约.再根据 Gauss 引理，乘积 p u + i ( x ) - • . p s (; r ) 和 q v + i { x ) ■■■ 
qt { x ) 都是本原多项式.于是 


Pi ( x ) - . ■ Pu ( x ) = \ qi { x ) - • _ q v ( x ), 
Pu+i ( x ) ■■- p s ( x ) = ^ q v+ i ( x ) ■■- q t ( x ), 
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其中 A ，" 是乘法可逆元 •由于 pi ( x ), ■ - - , p u { x),qi ( x ), • - - , q v { x ) e R , 故不妨记为 
Pi ，... ，: P «， 奶，… ，如，因丑是唯一因子分解环，故 u = %且经适当的重新排列后， 
Pi 和？ i 相伴，这里1 < i < u . 

根据定理 3.3.2 有 s = t , 并经适当的重新排列后，^和％在中相伴，这 
里 u 彡 i 彡 s . 由引理 3.4.1 可知， P ; 和的在 丑 ㈣ 中也相伴. ■ 

由上面定理和数学归纳法，可以证明下面推论成立. 

推论 3.5.1 设丑是 一个唯一因子分解环，则 R [ x 1 , x 2r -- , x n ] 是唯一因子分 
解环. 

推论 3.5.2 (1) 对任何域 F ， 多项式环 F [ Xl , x 2 , ■■- , x n ] 是唯一因子分解环. 

(2) Z [ xi , x 2 , ■ - - , x n ] 是唯一因子分解环. 

不过，一般来说，要将域 F 上的多项式分解成不可约多项式的乘积是不容易 
的， Zierler 和 Brillhart 在1968年和1969年讨论了 Z 2 上的多项式的分解，给出了 
形如 x n + a; fc + l (0< fc < n ) 的多项式在2 < n < 1000的不可约分解① ©. 


3.6 非交换环上的多项式 


非交换可除环上的多项式具有很多奇特的性质. 

定义 3.6.1 设 i ? 是一个非交换可除环，表达式 

f ( x ) = a n x n + On - ix 71-1 H -+ aix + a 0 

称为 i ? 上的一个多项式，这里 1 , , ce-i , o-o G . R , x 与 R 中的所有元都可交 

换，并且 lx^ X. R 上的一个多项式全体记为 R[x]. 

定义 3.6.2 设 f ( x ) = a n x n -f a n ^ ix n ~ l + * •• + a\X a Q E R [ x ], 对于 a S R , 

定义 

f ( a ) = a n a n + a n _ ia n_1 H - h a x a + a 0 , 

① Zierler N, Brillhart J. On primitive trinomials (mod 2). Information and Control, 1968, 13: 
541-554, 

② Zierler N, Brillhart J. On primitive trinomials (mod 2). II. Information and Control, 1969, 
14: 566-569. 
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称 /( a ) 为 /( x ) 在 a 处的值.如果 /( a ) — 0, 则称 a 为 f ( x ) 在非交换可除 环丑的 
一个根（或零 点). 

n n 7i n 

容易知道，虽然= y ^ x z aj , 但是对于 a e - R , 有可能= y ^ a l ai 

不成立.还要注意 /(: = a 2 X 2 -(- xai + a 0 不是多项式，多项式的项中的系务一定 
要在: r 的左边. 

思考题 3.6.1 若 f ( x ) = g ( x ) h ( x ), 则对于 a e R , f ( a ) = g ( a ) h ( a ) 是否一定 
成立？ 

不一定. 

例 3.6.1 设 是非交换环， a,b G R，ab 參 ba ， 则对于 g ( x ) = x - a , h ( x ) = x - b , 
有 f ( x ) = g [ x ) h ( x ) = z 2 - (a + 6 )；r + afc ， 故 

f { a ) = a 2 — (a + b)a -\- ab = ab — ba ^ 0^ 

但 g ( a ) h ( a ) = 0. 因此 /( a ) = g ( a ) h ( a ) 不成立. 

实际上在所有整数上的 2 x 2 矩阵全体构成的非交换环 M 2 ( Z ) 中，只需取 

0 1 " 

0 0 ? 

则容易知道，对于环 M 2 ( Z ) 上的多项式 g { x ) = x + a , h ( x ) = x - a ， 有 

f ( x ) — g ( x ) h { x ) = x 2 — a 2 . 

但 / ⑻ = — a 2 = 0, 而 

g ( b ) h ( b )= 


' 0 1 " 


0 1 ' 

J 

' -1 0 " 

1 0 


-1 0 


0 1 


所以， / ⑻/贞咻⑻. 

定义 3.6.3 设 a G R , f { x ) G i ?[ x ]， 若 /( a ) = 0, 则称 a 为 f ( x ) 的右根 _ 
一般都只讨论右根，因此就将右根简称为根. 

不难建立非交换环上剩余定理_ 


0 1 

十 

0 0 


0 1 

一 

0 0 


1 0 

八 

0 0 



Q 0 

a = 

1 0 
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定理 3.6.1 设 ii 是非交换环， a G R 是非零多项式 f(x) e R[x] 的根的充 
要条件为： c - a 是/卜）在丑 [x] 的右除因子 • R[x] 有根 a 的多项式全体为左理想 

R[x](x — a). 


证明 ^x-a^ f(x) ft R[x] 的右除因子，则/㈤具有 形式: 



故 

n n 

f(a) = ^ Cia l+l — ^2 °i a . a 4 = 0. 
i=0 i=0 


反过来，若 / ⑷ = 0,则由于有某个〆; c) e ii[x] 和6 e i?， 使得 


f(x) = g(x)(x -a) + b. 


由于 a: - a 是 g(x){x - a) 在 i?[a:] 的右除因子，故 a 是 g{x){x - a) 的根，因而 
0 - /(a) = b , 所以 a; - a 是/㈤在五㈤的右除因子. ■ 

性质 3.6.1 设 i? 是可除环， f(x) = g(x)h{x) e R[x], 若 a G 丑，使得 6 = 
Ma) # 0, 则 


/(a) = 5(6a6 _1 )/i(a). 


n n 

证明设 〆$) = y^bjx\ 则/㈣ = E bih(x)x % , 

i=0 i=0 


n 

/ ⑷ =E 

i=0 

n n 

= ^2b i ba i = ^2b i ba i b~ 1 b 

i=0 i=0 

n 

= '^b i {loab- 1 ) i b 

i=0 

— ^(6a6 _1 )/i(a). 


■ 


推论 3.6.1 设丑是可嗆环， f(x) = g(x)h(x) e R[x), 苦 aeR If 的根，并 
且 a 不 Ah 的根，则 bab— 1 A g 的根，这里 6 = h{a). 
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定理 3.6.2 设 i ? 是可除环， f{x) e R[x], 并且多项式 f{x) 的系数都 在丑的 
中心中， C(R) = {a G R\ab = ba 对任意 & e i ?} 成立 ，若 a e R 是 f 的根，并且 
b^O,b 可逆，则 bab — 1 A f 的根. 

n 

证明 对于 /㈤ = [ aix \ 若 a e R 是 f 的根，并且 6 # 0,则 

i=Q 

n n 

/(6 a £» _1 ) = = y ^ ai ( ba l b ~ l ). 

i=0 i=0 


由于 a ; e C ( R ), 故 3 = f) [aW b— 1 = 0, 所以 bab - 1 是 / 的 

\i=0 / 

根. _ 

例 3.6.2 对于实数域上四元数除环丑，由于多项式 /(:r) = x 2 + l 的系数都 
在丑 的中心中，因此当 a e 丑是/的根，并且&可逆时，则 bab - 1 一定是/的根. 

域 i ? 上的 n 次多项式最多只有 n 个根，对于非交换环情形，可以考虑同样的 
问题,去掉交换条件之后，多项式的根会变得很有趣. 

思考题 3.6.2 非交换环 i ? 上的 n 次多项式最多只有个根吗？ 

不一定，对于实数域上四元数除 环孖， i ， j , fc 显然都满足方程 P + 1 = 0,因此 
2 次方程 x 2 + 1 = 0 已经有 3 个根.实际上，任何 i 的共辄元都是方程的根,故对任 
何可逆元 a G 足都有 ( aia - 1 ) 2 + 1=0,所以方程+ 1 = 0有无穷多个根. 

定理 3.6.3( Gordon - Motzkin 定理）设 是可除环， f ( x ) e R [ x ], ^ /⑻是 
n 次多项式，则/的根在 R 的最多 n 个共扼类中.如果存在不同的 ai e 丑，使得 
/( x ) = (x — ai)(x - a 2 ) • • ■ (x - a n ), 那么 / 的任何根 a —定与某个叫共辄. 

证明 对 n 用归纳法来证明. 

(1) 若 n = 1，则容易知道结论成立. 

(2) 假设结论对于 n - 1次多项式都成立. 

(3) 对于 n 次多项式 f { x ), c 是/的一个根，则存在沒⑷ 6 R [ x ], 使得 /㈤= 
g ( x)(x - c), 假如 d! 笋 c 是/的另外一个根，则由推论 3.6.1 可知 d 与 g(a:) 的某个 
根共扼.根据假设结论对于 n - 1次多项式都成立，即 9 的根在的最多 n - 1个 
共轭类中，所以/的根在丑的最多 n 个共轭类中. ■ 


3.6 非交换环上的多项式 
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若 R 是交换环，则每个共轭类只有一个元素，因此交换环 i? 上的 n 次多项式 
/Or ； ) 在丑最多只有 n 个根 . 

思考题 3.6.3 若 a 是非交换环丑上的多项式 / Or ) 的根，&与 a 共扼，则6 
也是/(4的根吗？ 

不一定. 

例 3.6.3 实数域上四元数除环它是非交换环，对于多项式 /( 岣 = (x- 
i)(x - j), 容易知道 （ a; - i)(x - j) = x 2 -ix - jx + ij = 0, 故 j 2 — ij - 力 + ij = 0, 
因此 j 是它的一个根.但由于（一 j) 2 - i{~j) — j (- j ) + 笋0 ,因而 - j 不是方程 
Or -i){x-j) = 0 的一 个根. 容易知道 = 故 -j 与 j 共轭，但 - j 不是 

它的一个 根. 

定理 3.6.4 设丑 是环， f(x) = g{x)h{x) G 苦 a£R 先 h 的根，则 a 是 
f 的根. 

n / n \ n 

证明 设分 Or) = y^bjx\ 则 f(x) = g(x)h(x) = I ^bjX 1 j h(x) = y^ j b i h(x)x\ 

\i=0 / i=0 

n 

故 /(a) = '^2bih(a)a t = 0, 所以 a 是 / 的根 . ■ 

2=0 

思考题 3.6.4 设 是环， f(x) = g{x)h{x) € 若 a e R 先 g 的根，则 a 
是 / 的根吗？ 

不一定.实际上,在所有实数上的 2 x2 矩阵全体构成的非交换环 M 2 ( E ) 中， 
只需取 



• 1 0 ■ 


■ 0 1 ■ 


" 0 0 " 

a = 

0 0 

, b = 

0 0 
. _ 

,c = 

1 0 


设分 ㈤= fee, = c ， 则 g(a) =ba = 0, 因此 a 是 g 的根，但 

f(a) = bca = a _ 0 ， 


所以 , a 不是 / 的根 . ■ 

环上的多项式还可以用来研究环本身的性质， 1997 年 Rege 和 Chhawchharia 
引入了 Armendariz 环 ①. 

① Rege M B. Chhawchharia S. Armendariz rings. Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci,, 1997, 
73(1): 14-17. 
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定义 3.6.4 设 R 是环，若多项式 f { x ) = y ^ y ajx \ g ( x ) = [ biX 1 e R [ x ] 满足 

f ( x ) g ( x ) = 0 时，一定有 aibj = 0 对任意的 i 和 j 都成立，则称环为 Armendariz 
环. 

将它称为 Armendariz 环是由于 Armendariz 在1974年注意到了具有这种性质 
的环® 

例 3.6.4 对于任意的正整数 n , Z / nZ 是 Armendariz 环. 

容易知道 Armendariz 环的子环还是 Armendariz 环，但 Armendariz 环的商环 
就不一定是 Armendariz 环 • 

近年来，人们对 Armendariz 环进行了系统的研究，并给出了多种形式的推 
广②③. 

习题三 

3 .1 设 R ■[: c ] 为实数 II 上的多项式环，理想1 = ( 0 ；)， ( a ; +1)，试求 If ! ■/和 
I + J . 

3.2 在 Z3 [ a ：], 设 /⑻= + 2 x + l , g ( x ) = x 2 + x + 2 ,试求出 g (; r ) 除 /⑷ 
的商和余式. 

3.3 试证明有理数域 Q 上的多项式/ ㈤ 和咖）相等的充要条件为对任意的 
a e Q , 有 /( a ) = g ( a ). 

3.4 设 F 为域， ai ， a 2 , …，为 F 中 n 个不同的元素，试证明存在域 F 上的 
多项式 f ( x ), 使得对 cneF , 有 f ( ai ) = 1对任意 i 成立 • 

3.5 试证明 ZM 不是主理想交换整环. 

3.6 试给出例子说明 环用; r ] 中的 m 次与 n 次多项式的乘积可能不是一个 
m + n 次多项式. 

3.7 试求出 Z 5 上多项式/⑷= 3 x 3 - 5 a; 2 + x + 3的所有根. 

① Armendariz E P. Anote on extensions of Baer and P.P.-rings. J. Austral. Math. Soc., 1974, 
18: 470-473. 

② Agayev N. Harmanci A. Haliciogloi S. Extended Armendariz rings. Algebras Groups Geom., 
2009, 26(4): 343-354. 

③ Antoine R. Examples of Armendariz rings. Comm. Algebra. 2010, 38(11 )： 4130-4143. 
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3.8 试求出 Z 3 上的所有2次不可约多项式. 

3.9 2 a ; + 2在 Z [ o ;] 和 Q [ x ] 中是不可约元吗？ 

3.10 试将# - 1在中作素因子分解. 

3.11 设丑是整环， a , beR , 试证明理想⑷与理想 （6) 相等的充要条件为《 
与6相伴. 


3.12 试证明 /( cc ) = x 2 + 1 € Z [ x ] 是整数上的多项式环 Z [; r ] 上的不可约元 • 

3.13 设 i ? 是主理想交换环，若<22,… , a n e R , 试证明勿， a 2 , …， a n 互素 
的充要条件为存在 bi , b 2 , - ■ ■ , b n G R , 使得 aibi + + .. • + a n b n = 1. 

3.14 设 i ? 是主理想交换整环，试证明对于任意 a , beR , a,b 都有最大公约元 
d 存在，并且有 u,v e R , 使得 + 施 

3.15 设为唯一分解交换整环，若五只有有限个乘法可逆元，试证明对任意 
非零元 aGR ’ a 只能有有限个因子. 


3.16 设 ii 是有理数域上的2 x 2阶矩阵构成的非交换环，若 f ( x ), g ( x ) eR , 


fix ) = 



0 0 
1 0 


" + 0 


沒⑻ 


0 1 

-1 0 


X + 



试分别求出 /( re ) 被 9(4 右除所得到的右余式，以及被 s (： c ) 左除所得到的左余式 • 


伯恩赛德 ( W . Burnside )1852 年 7 月 2 日生于英国伦敦，1871年入剑桥圣约翰 
学院学习，1873年转入彭布罗克学院. 1875-1886 年任研究员，1885年起任格林尼 
治皇家海军学院数学 教授. 1893年选为英国皇家学会会员， 1906-1908 年任伦敦数 
学会会长_前期主要研究应用数学，还研究椭圆函数以及微分几何等.1892年起研 
究群论，是群表示论的主要釗始人之一，并应用群表示论证明了 P m q n 阶群是可解 
群 （ p , q 为素 数). 1899年获伦敦数学会德.摩根奖.他所著的 Theory of Groups of 
Finite Order (Cambridge University Press , 1897) 是有限群论的第一部系统著作，对 
群论的发展有着非常深刻的影响.1900年左右，伯恩赛德提出了一个著名的猜想： 
一个奇数阶群 G 必存在一个正规子群列： { e } = Go 0 (?i < < G n = G , 使得每 

个 G i +1 / Gi (0<;< n -1) 是交 换群. 这一猜想对有限单群分类问题的研究起了重 
大作用 • 50多年后，猜想被费特 （ Feit ) 和汤普森 ( Thompson ) 在一篇长达 255 页 
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的论文中所 证明. 他的另一重要猜想是关于群 S ( m ， n ) 的. 1994 年，柴尔曼诺夫 
( Zelmanov ) 由于在这一猜想方面的工作而获得菲尔兹奖. 

学习指导 1 ^ ' 

本章重点 


1. 域 F 上的多项式环的任何理想都是主理想. 

2. 任意域上 F 的单变量多项式环 F [ x ] 是唯一因子分解环. 

3. 设 i ? 是唯一因子分解环，则也是唯一因子分解环. 

基本要求 

1. 多项式部分. 

(1) 复习高等代数中数域上的多项式性质， 熟练掌 握交换环上多项式的基本运 
算性质. 

(2) 熟练掌握交换环上多项式的带余除法. 

(3) 熟练掌握交换环上多项式根的相关性质. 

(4) 主理想整环定义和 例子： 整数环和域上多项式环都是主理想整环,但整环 
上的多项式环不一定是主理想整环. 

(5) 一个交换整环上的多变量多项式 R[ Xl ,x^-- ,x n ] 是一个交换整环. 

2. 唯一分解整环的性质. 

(1) 在一般的交换环中，素元一定是不可约元,但不可约元不一定是素元. 

(2) 在唯一分解整环中，不可约元和素元二者是一样的. 

⑶在唯一分解整环中，若 ci |& c ，(《 z ，&) = 1,则 a | c . 
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释疑解难 


1. 整环不一定是唯一分解 整环. 如在整环 Z [ v ^ i ] = {a + 6 V ^ i | a ，6 e Z } 中， 
4 = 2-2= (14 - V 5 i)(l - \/3 i ). 

2. 判断一个整环是不是一个唯一分解整环有时是比较难的. 

3. 域是唯一分解整环，这是由于域只有零元和可逆元 ，任意 aeF，a = a . l，a 
可逆，1是不可约元,故在唯一分解整环讨论中域并无多大的实际意义. 

4. Z [ x ] 是唯一分解整环，但不是主理想整环，例如 Z [ x ] 的理想（2, a ;) 不是主理 
想. 

5. 主理想整环是唯一分解整环. 

6. 在除法算式的定理中，丑是一个交换环， f ( x ), g ( x ) e R [ x ], g ( x )^ Q , 如果不 
要求 9(^0 的首项系数是尺中的乘法可逆元，定理成立吗？ 

不一定.在整数多项式环 Z [ x ], 对于 f ( x ) ^ x 2 + 1, g { x ) = 2 x , g ( x ) 的首项系 
数不是 Z 中的乘法可逆元，不存在 ^0) € Z [ x ], 使得 /㈤ = q { x ) g { x ) + r ( a :). 

7. 多项式 /( o ;) 是否可约依赖于它所在的多项式环，如 / Or ) = ： r 2 - 3 在整数 
多项式环 Z [: r ] 中是不可约的，但在实数多项式环中是可约的 / Or ) = x 2 -3 = 
(x + %/3)( a ； — \/3). 

8. 非交换可除环上的多项式是本章的难点，主要是要理解非交换可除环上的 

n 

多项式的定义，要明白只有形如的才是多项式，如/ (4 = a 2 x 2 + x ai + a 0 
不是多项式.非交换环上的多项有很多与交换环上的多项式完全不同的性质. 

9. 对于非交换可除环 i ? 上的多项式 f ( x ), g ( x ) e R [ x ], 可能存在不同的 Ql ( x ), 
q 2( x ) € 和 ri ( x ), r 2 ( x ) € R [ x ], 使得 

f ( x ) = qi ( x ) g ( x ) + r ^ x ), 并且 /( x ) = g ( x ) q 2 ( x ) + r 2 ( x ). 


整数环与整数环上的多项式的比较 


整数环与整数环上的多项式有很多类似的性质，每个整数都可以写成与多项式 
形式类似的式子，如整数 19641011 = 1 + 10 + 10 3 + 4 ■ 10 4 + 6 ■ 10 5 + 9 ■ 10 6 + 10 7 8 9 , 
实际上，对于多项式 f { x ) = l + x + x 3 + ix 4 + 6 a : 5 +9 x 6 +; e 7 , 有 19641011 = /(10). 
它们是交换环论的基础，因此要熟悉它们的性质. 
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整数环 Z 

整数环 Z 上的多项式 Z [ x ] 


Z 的分式域为有理数全体 

分式域为有理多项式 

{ — |m, n G Z,n 7^ ol 

1 m J 

|^||/(^) 5 5(^) ^ Z[x],g(x) ^ o| 

整环 

整环 

唯一分解环 

唯一分解环 

主理想交换整环 

Z[x] 不是主理想交换整环，如 2 和 z 生成的理 


想（ 2 ,岣不是 7,[x] 的主理想. 

素元 (») 一定是不可约元 

素元一定是不可约元 


解题技巧 

1. 对于环 i ? 上的多项式 f { x ), g ( x ) 6 R [ x ], 求出 q ( x ), r ( x ) E 使得 

f ( x ) = q { x ) g ( x ) + r ( x ). 


2. 利用多项式/(岣的根，判断多项式 /( rr ) 是否可约. 

3. 将多项式 /( a ) 分解成不可约多项式的乘积. 
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知识点联系图 


环上的多项式 



非交 换环丑 
上的 n 次多 
项式不一定 




Gcd(/(a :)， 尸 ㈤) 
无重根 
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不可约元 




■■團 


可 f 不可^本原 > 
项％^ 项^^ ~ i ^ ( v ^ 项^^ 









第 4 章向量空间 


数学中的一些美丽定理具有这样的特性：它们板易从事实中归纳出来，但证明 
却隐藏的板深. 


Gauss (1777—1855, 德国数学家) 


向量空间是 Peano 在1888年出版的书 Geometrical 
Calculus 中引进的.在高等代数中，向量空间都是在一个 
数域上来讨论.有了域的概念，就可以将向量空间的部分 
理论推广到域上的向量空间. 

4.1 向量空间 

在解析几何中，讨论过三维空间中的向量.向量的基 
本属性是可以按平行四边形规律相加，也可以与实数作数 
量乘法.很多几何和力学对象的性质与向量的这两种运算 
有着密切的联系. 



1 向量空间的定义 

定义 4.1.1 设 F 是一个域， V 是一个 Abel 群（用加法记它的群运算)，若有 
一个数乘运算 

F xV ^ V , 

( a , u ) au 

满足以下条件： 


⑴ lu = u 对任意 u eV 成立； 

(2) ( ab)u — a ( bu ) 对任意 a,b E F,u E V 成立； 

(3) (a + b)u = au-\-bu 对任意 a,b E F,u E V 成立; 
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(4) a(u + w ) = au +aw 对任意 a e F , u,w € V 成立. 

则称 y 为域 F 上的一个向量空间 （vector 
space ) 或线性空间 （linear space ), 向量空间中 
的元素称为向量 ( vector ), 域中的元素称为纯量 
( scalar ). 

向量空间是一种比群和环复杂的代数结构， 
它的数乘运算与环中的运算不一样，向量空间的 
数乘运算是域 F 中的元素和 V 中的元素相乘. 

例 4.1.1 设 P 是域，则多项式环为域 P 上的向量空间.这里的加法就 
是多项式的相加，数乘为若 /( a ：) = a n x n + a n _ ia : n_1 + • ■ • + aix + a 0 , c e i 71 ， 贝 !j 

cf ( x ) = ca n x n 4- ca n _ ix n_1 + • ■ ■ + ca\x + cao - 

例 4.1.2 设 C [ a , b ] = Ox ⑷卜 ⑷为上的连续函数则在函数相加和 
数乘下是实数域 R 上的向量空间.不过要注意向量空间 C [ a , b ] 的数乘运算与环 
C [ a , b ] 的乘法运算是完全不同的. 

例 4.1.3 设和 咖） 为 （0, 1) 上 的连续函数，微分方程 

y " + p { x ) y ' + q { x)y = 0 

的所有解在函数相加和数乘下是实数域 R 上的向量空间. 

思考题 4.1.1 含有非零元的最小向量空间含有多少个元素？ 

容易知道， Z 2 = {0,1} 是一个加法 Abel m , 它可以看做域 Z 2 上的向量空间， 
它只有两个元素. 

2 向量空间的性质 

容易知道，向量空间有很多与数域上的向量空间一样的性质. 

性质 4.1.1 设 V 是域 F 上的向量空间，则对任意的 a e _ F , 6 F ， 有 a 0 = 0, 

Ou = 0 . 

性质 4.1.2 设 1/ 是域 F 上的向量空间，若对于 a e F , w € V ，有 au = 0,则 
一定有 a = 0或 u = 0. 





4.1 向量空间 
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证明 若 ㈣ = 0,但 a # 0,则由于 F 是域 ， a e F , 故存在 a - 1 e _ F ， 使得 
a _1 aix = a _1 0 = 0,所以 u = 0. ■ 

由于域有两种运算，故可以讨论它能否看做向量空间的问题. 

定理 4.1.1 设 F 是域, F 是 V 的子域，则 F 是 上 的向量空间. 

3 向量空间的子空间 

向量空间 V 的一个对加法和数乘封闭的子集 W 称为 V 的一个子空间. 

定义 4.1.2 设 V 是一个向量空间，若呢为 F 的非空子集，满足以下条件： 

(1) 0 EW ; 

(2) u + v eW 对任意 u,v £W 成立； 

(3) aueW 对任意 aeF,ueW 成立. 

则称 W 为 F 的一个子空间. 

一般将向量空间 V 的零子空间和它本身称为7的平凡子空间，从子空间的定 
义容易知道， P 是域时，将 F 看做 P 上的向量空间，则对于 P 的任意子空间 W ， 
W 是域 F 的理想，由于域只有平凡理想，故下面结论成立. 

定理 4.1.2 设 F 是域，将 F 看做 F 上的向量空间，则 F 没有非平凡的子 
空间. 

例 4.1.4 域为 Z u 的多项式全体 Z n [ x ] 是一个向量空间，令 
W = {a 3 x 3 + a 2 X 2 + a-yx + a 0 |a 0 ,ai,a 2 , «3 € Zu}, 

则 W 是 Zu [ a :] 的一个子 空间. 

定理 4.1.3 若 F 是无限域 F 上的向量空间，则 V 不可能是有限个真子空 
间的并. 

证明 反证法.假设 V !, v 2 , …， k 是_足 y = Vi u y 2 u ■ • ■ u 的真子空间 

中个数最少的真子空间. 

取 

ui € Vi, ui ^ Vz, U2 € V2, U2 ^ V^i U V3 U • • • U V^. 
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对于 * = 1,2, ■•- ，n ，令 

Fi = {a G F\u\ + au 2 G Vi}. 

则 F = U F 2 U … U 由于 F 是无限域，故一定 
有某个 Fi 最少包含两个元素.由于14 e 多 K， 
U2 £ V2 , 因此巧= 0. 故存在某个 J ^ 2,有两个不同 
的 a, b e 只，使得叫 + au 2 G Vi , 并且叫 + bu 2 e Vi , 因 
而 

(a — b)u 2 = («i 4 - au2) — (ui + bu2) G Vi, 

故地 S 4 但这与 u 2 《 K 的选取相矛盾，所以定理成立 .■ 

从上面的证明中可以看出，下面结论成立. 

定理 4.1.4 若 F 是有限域 F 上的向量空间， F 
是 n 个真子空间的并，则一定有 |F| < n. 

例 4.1.5 设 ¥!,¥ 2 是域上的线性空间 V的 
两个真子空间，试证明 v^Viuy 2 . 

证明 不妨设巧和 R 没有相互包含的关系，则 
存在 u G Vi,u ^ V 2 , u ^ 0,并且存在 v €V 2 , v Vi, 

V ^ 0 . 此时一定有 w + t ； 赛 R ， 不然的话，由 u + re 巧和 可知 ， w e 
与 w 赛 Vi 矛盾.同理可知道 u + v V ^ i 因而 u + wgF , {Hu + w^ViU V2 , 所以 
V^ v x yjv 2 . 

4 线性无关和基 

定义 4.1.3 设叫，恥，…，知 e y 是向量空间 y 的一组非零向量，如果存在 
一组不全为零的纯量 ai , a 2 , - ■ - , a n eF , 使得 

ajWi + C12U2 + •. • a n u n = 0, 

则称 n …， u n 线性相关，卷则称 ui ， u 2 , …， u n 线性无关. 

定义 4.1.4 设 S 是域 F 上的向量空间V 中一 个子集，若 




W ={a\u\ + 02«2 +- h akUk\ai,a 2 , ■ ■ ■ ,ak E F,u 1 } U2, ■'' ： u k ^ S, 

fc 为某个正整数 } 
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则称 W 是 S 张成的子空间，记为 W =< S >. 

例 4.1.6 设 F 是域，则域 _ F 上的多项式空间 F ㈤ 的子集 { l , a :, a : 2 , ■■■ , x n } 
张成的子空间为所有次数小于等于 n 的多项式全体. 


定义 4.1.5 一个张成整个向量空间 F 的线性无关集 S 称为 F 的一组基，若 
S 中的元素个数 n 有限，则称 n 为向量空间 F 的维数，记为 dim ( F ), 此时 F 称为 
有限维向量空间.若 S 中的元素个数是无穷，则称向量空间 F 是无穷维的 • 

例 4.1.7 (7[0, 1] 是实数域 i ? 上的向量空间，<? = {x a \a G [0，1]}是 C [0,1] 的 

一个线性无关集， S 包含不可数个元素. 

例 4.1.8 设 F 是域，则域 F 上的多项式空间 F [: r ] 有一组基 
f ，■••}. 

例 4.1.9 设 V 是实数 R 上的所有函数构成的实数域 R 上的向量空间，试 

证明 e 是 V 的线性无关集. 

IX — u J 

证明 反证法.假设存在互不相同的 u u u 2 ,---, u n e R , 使得 , 

X — Ui 

, -^― ey 是线性相关的，则存在不全为零的&， a 2 r --, a n GR , 使得 

X — U2 X — U n 

-^- 4 - — + •■• + = 0 . 

X — U\ X — U2 X — U n 

故 

n 

y ] (x - Wi )(^ — w 2 ) • • ■ (Z _ Ui^aiix - u i + i ) •. r — = 0- 

i=l 

令 x = 叫，则 = 0 (f = 1， 2, …， n )， 但这与 ai ， 奶,…，不全为零矛盾，所以由反 

证法原理可知， { e r ] •是 V 的线性无关集 .■ 

1，X - U J 

设 F 是一个有限维向量空间，取定 F 的一组基 e 1; e 2 , …， e n , 那么 F 中的每 
一个向量 u 都可唯一地表示成 ei , e 2, •■- , e n 的线性 组合： 

u = c\ei + C2e 2 H - h c n e n . 

可以证明有限维向量空间的基一定存在，并且不同的基具有相同的元素个数. 

定理 4.1.5 设月是一个交换整环 ， F Q R , F I R 的 一个域，并且 i ? 看成是 
F 上的向量空间时是有限维的，则 
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⑴对任意一个 a & R , 一定存在某个非零多项式 f ( x ) e Ffx ], 使得 /( a ) = 0. 
(2) R 一定是域. 

证明 ⑴设丑是 n 维的向量空间，则对任意 aeR , n +1 个元素1, a , a 2 , ■ • • , a ™ 
是线性相关的.故存在不全为0的 。 0 , ■ , c n ^ F ^ 

Co 4- Cja + c 2 a 2 + - h c n a n = 0. 

取 f ( x ) = co + c\x + c 2 x 2 + • ■ ■ + c ^ o ; 71 , 则 f ( x ) G F [ x ], f ( a ) = 0. 

(2) 明显地，要证明 i ? 是一个域，只要证明 i ? 中不为0的元素都是乘法可逆 
元. 对任意一个 a e i?，a # 0,由 （1) 可知存在非零的多项式 /㈤ e F [: T ],/( fl ) = o . 
不妨设 /⑷= Co + Cix + C 2 x 2 + • • • + c Tn x m F [ x ] 中满足/⑷ = 0 次数最小的多 
项式，则 c 0 # 0,不然的话，咖） - Cl + C2X + • • • + c m x m ~ x e F [ x ] 为满足 ff ( d ) = 0 
次数更小的多项式. ' 

由于 /( a ) = c 0 + c\a + c 2 a 2 + • • • + c m a m = 0,故 

(ci 4 - C2a - h c m a m ~ 1 )a = - c 0 . 

由 co _ 0, c 0 e F 可知 cf 1 存在.令 6 = (ci 十 c 2 a + … + c m a m_1 )(—c 0 ) _1 , 贝 lj 
c *6 = 1，因此 i ? 中不为 0 的元素都是乘法可逆元， 所以 R 是一个域._ 

5 线性映射 

定义 4.1.6 设巧， F 2 是同一个域 _ F 上的两个向量空间， r 是从 R 到 F 2 的 
一个映射，若 T(au + bv ) = aT ( u ) + bT { v ) 对任意 a,b £ F 和任意 u,v GVi 成立, 
则称 T 是线性映射.线性映射也称为向量空间之间的同态，当 R = % = F 时，一 
般将线性映射 T 称为线性变换.当 ％ = F 时，将线性映射: T 称为线性泛函. 

明显地,线性映射有下面的性质. 

性质 4.1.3 设 F 是一个域， V 是公 上的向量空间，则对任意线性映射 r , 有 
T (0) = 0,并且 T{au - bv ) = aT ( u ) - bT ( v ) 对任意 a , b£F 和任意 u , v&V 成立 • 

例 4.1.10 设 p (; r ) 和 g (： r ) 为实数 R 上的连续函数， C 2 (- oo , + oo ) 为所有的 
二阶可微函数, C (- oo ,+ oo ) 为所有的连续函数，它们都是实数域 R 上的向量空间. 
若定义 

T { f ){ x ) = f "{ x ) + p ( x ) f { x ) + q { x ) f ( x ), 
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则 T 是线性映射，并且/ G Ker ( T ) 的充要条件为/是微分方程 y r, + p { x ) y , + q ( x)y = 
0的解. 

不难理解，若 r 是有限维向量空间 V 上的一个线性变换，取定 F 的一组基 
ei ) e 2 ，…，后， T 就确定了域上的一个 n x n 矩阵.域 F 上的矩阵的运算法 
则和实数域上的矩阵一样，不过矩阵元素的四则运算要按域 P 中的运算进行.关 
于矩阵的秩，行列式等概念和定理都与实数域上的很类似. 


4.2 内积空间 


在空间解析几何中，对于向量 U,v e R 2 , 内积为 u-v = | w|M cos 6 , 内积非常直 
观明了，利用内积可以方便地讨论向量的正交性和投影等，内积还可以推广到域上 
的向量空间. 


1内积的定义 

定义 4.2.1 设 F 是一个域, V 是上的一个向量空间，若存在 F x F 到 F 
的一个映射，使得对任意 u ， v,w eV , a,b e F , 有 

(1) ( u , v ) = ( v , u ); 

(2) (au + bv , w ) = a ( u , w ) + b ( v , w ). 

则称 F 为内积空间 （inner product space ). 若对所有的 w e F ， 当 （ ii ， u ) = 0 时一定 
有 u = 0, 则称该内积 (inner product ) 是非退化的 （ nondegenerate ). 

例 4.2.1 在平面 R 2 中，把一个点看成一个向量，在加法 

U + V = ( U \, U 2) + ( V \, V 2) — (Ml + V \, U 2 + V ^) 

和数乘 

a(ui,U2) = ( 咖 1 ，咖 2 ) 

下， R 2 是实数 R 上的向量空间，对于任意两个点 U = ( Ul , U2),v = ( v u v 2 ), 定义内 
积 

( u , v ) = U \ V \ + U2V2 , 

则 R 2 为内积空间，容易知道该内积是非退化的. 
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例 4.2.2 Z 2 作为域 Z 2 上的向量空间时，对任意两个点 u = ( u u u 2 ),v = 
(巧，《2)，定义内积 

{u, v) = UiVi + U 2 V 2 , 

则 Z 2 是内积空间，但对于 w = ( T ， T )， 有 ( n , u ) = 0, 因此该内积不是非退化的. 

例 4.2.3 在向量空间 CK &] = 恤⑴ 卜⑴为 [ a ，6] 上的连续函数 } 上，定义 

[u,v) = J u(t)v(t)dt, 

则是内积空间. 

明显地，内积有下面的性质. 

性质 4.2.1 设 P 是一个域， F 是 F 上的内积空间，则对任意 it e 有 
(u, 0) = 0. 

2正交和正交基 

定义 4.2.2 设尸 是一个域， F 是^上的内积空间 ，若屮 r e F , 有 {u,v)=0, 
则称 it 和是正交的 （ orthogonal ). 


容易验证，正交有下面的性质. 


性质 4.2.2 设 F 是一个域， F 是 F 上的内积空 
间，若 W, U 和是正交的，并且 V 和 W 也是 

正交的，则对任意 e _F，au + fru 和 w 是正交的. 

定义 4.2.3 设 F 是一个域， F 是罗上的内积空 
间， 若圯， 处, …，〜 e V为 F 的基，并且对任意 i # j, 
有 （ Ui ， Uj ) = 0, 则称 u 1: u 2: ■ ■ ■ , u n e V 为 V 的正交 
基 (orthogonal basis ). 

例 4.2.4 平面 R n 是实数 R 上的向量空间，对任意两个点 u = ( ux , u 2 , •■- , 
U n ), V — ' - - ,v n ), 内积 {u,v) = U\V\ + U 2 V 2 + … + u n v n , 则内积空间 R ™ 有 

正交基叫 = (1,0, ••- ,0), U 2 = (0, 1, ••- ,0), - ■ ■ , u n = (0,0, ■■- ,1). 

对于实数域 R 上的 n 维内积空间 R / S 容易知道存在正交基 { U 1 , U 2 ,---, u n }, 
并且对 R " 的任意一组线性无关的元素，都可以正 交化. 任意域 P 上的 n 维内积 
空间也有类似的结论吗？ 
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定理 4.2.1 设 F 是一个特征不为 2 的域， K 是 F 上的 n 维内积空间，则 F 
一定存在正交基 { Wi , U 2 , ■■- , Un }- 

证明 （ 1) 若对任意的 U e F ， 都有 （ u， u ) = 0, 则任意取定 F 的一组基 
{" Ul ， W 2 ， .. ’，以 n }， 由 丁 (% + ) = 0，故 

( 以 i ， Wi) + (Wj ， Wj’） + ; Uj ) ~f~ ; Uj ) == 0j 

从而 2 ( ui , uj ) = 0 •由 F 是一个特征不为 2 的域可知 ( ui , uj ) = 0,因而 { ui , m 2 , ••-, 
w „} 是 K 的正交基 { ui , u 2 , - - - , u n }. 

(2) 若存在 叫 e V,m ^ °； 使得 ( wi , wi ) 笋 o , 取 w 2 ,w 3 , ■■■ ,w n e V, 使得 

{■ Ul , W 2, W 3 , ■■- ，叫 t } 是 V 的 一组基 令 Wi = 叫― ( Ml ， U ：0 — ，则 ( til ,!；*) = 0 
对任意 i > 1 成立，因此对 丑 1 =< W 2, U3 , ■ ■ • >，有 (ui,v) = 0 ,V E Hi, 

(3) 在子空间巩中，若对任意 (v,v) = Q, 则由 （1) 的讨论容易知道 
之> 1 时，有（％，％) = 0，< # 

(4) 若存在 Ii2 e Hi,It2 ^ 0, 使得 (U2,U 2 ) ^ 0, 用上面 （ 2) 的方法可以找到 n-2 

个元素 w' 3 ， … ,w' n , 使得 {u 2 ,w' 3 , - - - ，《 4} 是 _Hi 的一组基，从而存在 v' 3 , ■■- ,v' n G 
Hi, 使得丑 2 =< v’ 3 ， … . ， v’ n > ，有 (U 2 , v') = 0, € H 2 , 因此 Ui,U 2 £ V, (ui,Uz) = 0, 

并且它们是线性无关的 . 

(5) 由于 y 是 F 上的有限维内积空间，故经过上面方法的有限次重复,一定可 
以找到 F 的一个正交基 .■ 

定理 4.2.2 设 F 是一个域， F 是 F 上的一个内积空间，若 W 是 F 的一个 
子空间，定义 W 的正交补 (orthogonal complement) 为 W 丄 = {d e V"|(xt ， i;) = 0 对 
所有的 ueW 成立 } ，则 灰丄为 F 的一个子空间. 

证明 容易验证： 

(1) 0 e W 丄； 

{ 2 ) u + vew 1 - 对任意 U,v e W L 成立； 

(3) au e W 丄对任意 a e e W 丄 成立； 


所以， W 为 F 的一个子空间 ._ 
容易证明下面结论成立. 
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性质 4.2.3 若 F 是 F 上的一个内积空间，巧和 F 2 是 F 的予空间，并且 

w 2 , 则％丄2 F 2 丄. 

性质 4.2.4 若 F 是 F 上的内积空间，则 y 的内积是非退化的当且仅当 

yny- 1 = {0}. 

3赋范空间 

数域上的向量空间还可以引入范数，使之成为泛函分析中的重要研究对象， 
Banach 在1922年定义范数和赋范空间. 

定义 4.2.4 设 F 是实数域 R 或复数域 C ， F 是域 F 上的向量空间，若 | H | 
是 F 到 R 的映射，且满足下列条件： 

(1) || u ||>0 且 |卜|| = 0当且仅当 w = 0; 

(2) || tra || = | a ||| it ||, 对任意 u GV 和任意 a £ F; 

(3) ||u + i >|| ^ || u || + \\ v \\, 对任意 u,v eV . 

则称 || • || 为 V 上的范数 （ norm ), 而 I | u || 称为 u 的范氣此时称 ( V ,\\ - ||) 为赋范 
空间 (normed space ). 

例 4.2.5 C [0,1] = ⑷为 [0, 1] 上的连续函数 }， 在范数 I 卜 || = 

sup {| w ⑷ ||t £ [0,1]} 下是赋范空间 • 

例 4.2.6 多项式环 K [ x ] 为实数 R 上的向量 空间. 对任意 

f ( x ) = a n x n + a n -\ x n ^ x + • • • + aix + a 0 e R [ x ], 

定义 

ll/ll ^maxda^l.lan-il, ••- , |ai|, |a 0 |}, 

则 R [ x ] 是赋范 空间. 

4.3 模 

模是向量空间的直接推广，只要把域 p 换成任意一 个环丑 就可 以了. 模这种 
代数体系有很大的概括性，是一类基本和重要的代数体系，模在研究表示论、结构 
论方面都起着重要的作用. 
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1模的定义 


模最早是出现在 Dedekind 1870年关于数论的工作中，近代的模的理论来源于 
Noether 和 Sclmieider 在1920年的工作①和 Noether 在1929年的工作②. 

定义 4.3.1 设 R 是一个环， M 是一个 Abel 群，若有一个数乘运算 


满足以下条件: 


R x M M , 
( a , u ) t — > au 


(1) lu = u 对任意 u E M 成立； 

(2) ( ab)u = a ( bu ) 对任意 a^b E R^u E M 成立； 

(3) (a + b)u 二 au + bu 对任意 a,b £ R,u G M 成立； 

(4) a(u - \- w ) = au -\- aw 对任意 a £ R ， u，w £ M 成立. 

则称 M 为环 ii 上的一个左模 (left module ). 

所谓左模是指用的元素从左边去乘 M 的 元素⑴ 同枰地，可以定义右模 
(right module ), 只需将上面条件 （1) 〜⑷中 F 的兀素写在 M 的兀素 w 右边即可： 

( P ) ul = u 对任意 uGM 成立； 

(2*) u ( ba ) = ( ub)a 对任意 a ,6 G - R , w G -M 成立； 

(3*) u(a b ) = uaub 对任意 a,b e R,u e M 成立； 

(4*) (u 4 - w)a = ua + wa 对任意 a E R , u,w G M 成立. 

一般来说，环 i ? 上的左模 M 不一定是右模，如取值于 Z 2 的矩阵加法群 M = 

是非交换环^ | a ，&， ceZ 2 } 上的左模，但它 

不是右模. 

由于右模的理论与左模是完全平行的，故只需讨论左模，一般都将环丑上的左 
模称为 i ? 上的模 ( module ). 除非特别说明，后面出现的模都是指左模. 

① Noether E, Schmeidler W, Moduln in nichtkommutativen Bereichen, insbesondere aus Dif- 
ferentialund Differenzenausdrucken. Math. Z. ， 1920, 8(1—2): 1-35. 

② Noether E. Hyperkomplexe Grdfien und Darstellungstheorie. Math. Z., 1929, 30(1): 641—692. 


f ' 0 u 

l.° ^ 
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2模的性质 


由模的定义，容易知道下面性质成立. 

性质 4.3.1 若 M 是交换环 i ? 上的模，则对任意的 a G G M ， 有 
aO = 0, Qu = 0, a (— u ) = (— a)u = —( au ). 

例 4.3.1 整数加法群 Z 可以看做整数环 Z 上的模. 

例 4.3.2 加法 Abel 群 M 可以成整数环 Z 上的模，因此模也可以看做 Abel 
群的推广. 

思考题 4.3.1 若 M 是交换环 i ? 上的模，对任意的 aeR , uGM , 当 tro = 0 
时，一定有 a = 0 或 w = 0吗？ 

不一定.整数加法群 Z 6 可以看做整数环 Z 6 上的模,但对于 2 e Z 6 , 3 e Z 6 , 
有 2.5 = a 

性质 4.3.2 若 E 是环， M 是它的一个左理想，则 M 可以看做环上的左 
模. 

定义 4.3.2 若 M 是环 i ? 上的模， iV 是 M 的子集，若 

(1) N A M 的子群； 

(2) 对任意 a & R , u(E N , 有 au e N 成立 • 

则称 iV 是 M 的子模. 

描 述子模 一般有 效的方法就是生成的方法，若 S 是模 M 的一个子集 ，令 

【 (iS) = + d2 ^2 + _ •. + a。Icij G 及 ，6 *5 } ， 

则容易验证 Lp ) 是 Af 的一个子模- 

定义 4.3.3 若 S 是模 M 的一个子集， L ( S ) — {oiui + a2^2 + …+ a n u n \ai E 
R , Ui £ S }, 则称 L [ S ) 是 S 生成的一个子模, S 称为一个生成组.若 S 为有限子集, 
则称 L ( S ) 是有限生成的.若 S 为单点子集 M ， 则称 L ( S ) 是循环子模， u 称为生 
成元. 

由于向量空间已经有了线性相关的概念,模也可以沿用向量空间线性相关性的 
概念，但由于模定义中的 F 是环,故模的线性相关性有它自己的 特点. 
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思考题 4.3.2 若 M 是交换环丑上的模，对任意非零的 ueM,u 一定是线 
性无关的吗？ 

例 4.3.3 整数加法群 Z 6 是交换环 Z 6 上的模，对于5 G Z 6 , 不存在 a e Z 6 , 
使得 a J = U ，因此3是线性无关的.但对于加法群 Z 6 中的非零元$有交换环中 
的3 e Z 6 ，使得5 . S = 0，故3是线性相关的，所以模中的非零元不一定是线性无 
关的. 

思考题 4.3.3 若 M 是交换环丑 上 的模，对于一组线性相关的元素，则组中 
的元素一定可以由其他元素线性表出吗？ 

不一定.在例 4.3.3 中，3和3是线性相关的，但5不能由3线性表出. 

有了线性相关的概念,还可以给出自由模的概念. 

定义 4.3.4 若环丑上的模 M 存在一个子集5,使得任意 ueM 都可以写 
成 S 中有限个元素的线性表示，并且表示是唯一的，则称 S 为模 M 在 R 上的一 
个基.若模 M 有基，则称 M 是 i ? 上的自由模. 

容易知道， S 为模 M 在 R 上的一个基的充要条件为 

(1) 对任意 w S M , 存在 ui,U2, … ， G S 1 和 ai , < 22 , ■■■ , a n G R , 使得 

U = CliUi + 0>2 处 2 + .. _ a n u n . 


(2) 对 Wi , u 2 , - - - 
则一定有 


it n S S 1 和 cii , ai2 5 •'' ， G i ?, 若 aiiL \ + a ， 2U2 + .. • a n u n = 

ai = a2 = ... = = 0. 


例 4.3.4 整数加法群 Z 6 是交换环 Z 6 上的模，对于 I £ Z 6 , 不存在非零元 
a e Z 6 ，使得 a . T = 0，因此 T 是线性无关的，容易知道 { T } 是 Z 6 的基， Z 6 是自 
由模 .. 

与群的直积类似，可以定义模的直积 • 

定义 4.3.5 设 AT 是环丑上的模，… , M n 先 M 的子模，若 

(1) 对任意 u e M ， 都有 u — u \ + U2 + ■ ■ ■ + u n , 这里 Ui e Mi . 

(2) Mi n (Mi + M .2 + ■_.. + Mi—i + Mi+i + ■ ■• + M n ) = {0}_ 


则称 M 是 Mi , M 2 , … , M n 的直和，记为 M = © Mj . 
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例 4.3.5 整数加法群 Z 6 是交换环 Z 6 上的模，容易知道奶= {0,3}, M 2 = 
风5，！}是 Z 6 的子模，并且 M = M 1 D M 2 . 

利用模的直和，可以得到自由模的刻画. 

定理 4.3.1 若 M 是环丑上的模，则 M 是自由模的充要条件为 M 和丑的 
直和同构. 

证明 若 M 是自由模 ， S = { u a \a 6 A } 为它的基，则对任意 u 6 M ， 有 
^Q：l 5 ^ Oi 2 € iS * 和 （ Iq !! ， 0(^2 ，’ ’ ’ ， Cia n € 丑， 使得从 = 0*0^ + Cto ； 2^CK2 + . ■ . + 

a an u an . 定义映射 ® a R , 则容易知道 p 是同构.反过来，容易证明若存在 
同构# : M — ® a R , 则 M 是自由模 • ■ 

思考题 4.3.4 若 M 是交换环 i ? 上的有限模，则 M 中一定有线性无关的元 
素吗？ 

不一定.整数加法群 Z 6 是整数环 Z 上的模,对任意 u G Z 6 , a e Z ， cm 对6取 
模，不难验证 Z 6 中的任意元素都存在 a G Z , 使得 cm = 0,因此 Z 6 中的任意元 
素 u 都不是线性无关的. 

思考题 4.3.5 若 Af 是交 换环丑 上的模，则 M 中的非零元 w 都可以扩展成 
M 的一组基吗？ 

不一定.实际上，整数加法群 Z 6 是交换环 Z 6 上的模,但非零元3是不可以扩 
展成 Z 6 的一组基的. 

定理 4.3.2 对于可除环 _ R 上的自由模 M , 若 { ui , u 2 , - - - 和 hi , 妁，…， 
v n } 都是 M 的基，则 m — n . 

证明不失一般性，不妨假设 m ^ n , 由于 { ui , u 2 , - - - ， u m } 是 M 的基,故存 
在 ai,a 2 ,- ■■ ,a m G R, 使得 + a 2 u 2 + … + —. 设 A ; 是第一个使得 

afc 一 0的下标，则 

Uk — v n — cip, ct\ui — • _ . — cl^ ttfc—l^/c— 1 — a 无 ^/c+i^fc+i — . ■. — a 免 a m w m . 

故 {n … , Uk - i , Uk + i , - - - , u m } 生成 M ‘ 因而存在 b , b \, i »2 i •'' , bi - i , bi + i , ■ ■ ■, 
b m G R , 使得 v n -i — bv n + b\Ui + • • • + 6 j — iMj—i + 6 j + iu,+i + … + b m u m . 由于 
{ v n - i , v n } 线性无关，故 u „— 【 - # 0 .设:?'是第一个使得 bj 妾0 的下标，则〜 

是 和 # fc , j ) 的线性组合，故 {«„_!, Un } U { Ui\i ^ k , j } 生成 M , 从而 

Wn - 2 是和 Wi(i # D ) 的线性 组合. 重复上面的步骤,假如 n < m , 则 n 步 
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后，可知{% , V n ~ i : ' - * , } 生成 M , 从而 n 是 ^ n 5 v n—\i * * * j n +1 的线 

性组合,但这与 { v u v2 ,---, v n ] 线性无关矛盾，所以 n = m . ■ 

可以证明，对于交换环 i ? 上的模 M , 基中元素的个数也是固定的,下面定理也 
是成立的. 

定理 4.3.3 对于交换环上的自由模 M, 若 { u ： i , U 2, …， u m } 和{的， 
v 2 , ■■- , v n } 都是 M 的基，则 m = n . 

思考题 4.3.6 在什么条件下，环 i? 上的模 M —定有一组基呢？ 

可以证明，下面定理成立. 

定理 4.3.4 若 M 是可除环丑上的模，则 M —定有一组基， 

进一步，还有下面的结论成立. 

定理 4.8.5 若 M 是可涂环 R 上的模，则 M 的任意一个线性无关集都一定 
可以扩展成 Af 的一组 基. 


习题四 

4.1 设 F 是 闭区间 [0,2 k ] 上的连续函数全体 所构成的向量空间，试证明: c ， 
sinx , cos a : 在 F 中线性 无关， 

4.2 试证明 V = ° i a, & e Z 5 I ■是 Z 5 上的向量空间，并求出 

U a + 5 6 J! I 

v 的一 个基. 

4.3 V = {( ai , a 2)| ai , a 2 为实数 } 是实数 R •上的向暈空间，问在 F 中是否存 
在一'个内积;使得 ( a , a ) = 0对所有的 a = ( ai ,^) 成立？ 


4.4 设 Z 2 M 为 Z 上的次数小于等于2的多项式全体所构成的向量空间，定 
义线性变换 T: T ?\ x \ -> Z 2 [x], T : f ( x ) ^ 尸⑷- /(0),试求出 r 的核空、闻 Ker(T) 
和像空间 Im(T) 的一个基. 

4.5 C [ a , b ] = 伽⑷>⑴为 [ a ，&] 上的连续函数}是一个向量空间，若 

r b 

M [ a , b ] = { x ( t )\ x ( t ) eC [ a , b ],0^ / x ( t)dx ^ 1}, 零 
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问是 C [ a , b ] 的子空间吗？ 

4.6 在 Zu 上的多项式构成的向量空间 ZnM 中，对任意/(岣= a n x n + 
an - ix 71-1 + ■ ■ • + aix + a 0 , g ( x ) = b m x m + + • • • + b\x + 6 0 6 Z u [ a ;], ^ 

义内积 (/( x ), g { x )) = a n b n + a n - ib n -i + • • ■ + a\bi + a 0 & 0 (这里不妨设 n > m , 当 
i > m 时，取 = 0) .令 

W = { a ^ x 3 4 - a ^ x 2 + a\x + ao \ ao , ai , a 2, a ^ € Zn }. 

试求 W 的正交补 W x . 

4.7 设 R 为实数域， T : R 3 -> R 2 , ( xx , x 2 , x 3 ) (xi + x 2 ,xi - x 2 ), 试证明 T 
是线性变换，并求 u , v , weR 3 , 使得 ru = (1,0), Tv = (0, 1) 和; Tw ; = (0,0). 

4.8 整数加法群 Z 6 是交换环 Z 6 上的模，试证明5和3是线性相关的. 

4.9 设 P 是一个域, F 是 F 上的一个向量空间，若{叫叫吨}是 F 的一个 
线性无关集，试证明 {lil + U 2, U 2 + W 3, lt：l + U 3 } 是 V 的一个线性无关集的充要条件 
为域 F 的特征不是 2. 

4.10 设 M 是交换环 i ? 的理想，则 M 是交换环 i ? 上的模，试证明任意非零 
元 a , 6 e M ， a 和6都是线性相关的. 

4.11 若 M 是环丑上的模， N 是 M 的非空子集,试证明 N 是 M 的子模的 
充要条件为对于任意 a,b e R , u，v € N , 有 au + bv E N 成立. 


阿廷 ( E . Artin )1898 年 3 月 3 日生于奥地利的维也纳，1921年在莱比锡大学获 
博士学位.在他的博士论文中，他应用有理数域上的二次数域的算术以及解析理论 
来研究有限域上单变量有理函数域的二次扩张.1即7年移居美国 .1937-195 8 年先后 
在圣母大学、印第安纳大学、普林斯顿大学工作，1958年回汉堡大学_阿廷是公认 
的近世抽象代数的奠基者之一，阿廷前期工作主要是在类域论、实域理论、抽象代 
数等方面.类域论是代数数论的重要分支，是希尔伯特一手创 造的. 阿廷在数学上 
最初的贡献是在代数数论方面，而顶峰则是类域论的完成.阿廷最重要的工作是一 
般互反律，他给出了一般互反律的直接 证明. 这不仅补充了类域论，而且成为了其 
中的核心部分，使他完全解决希尔伯特第9问题.1925年以后，在诺特工作的启发 
下，他开始了 一些纯代数的工作，他创造了 “辫子理论”，引入辫子群，把辫予的每根 
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头发相互缠绕的复杂关系变成一套漂亮的拓扑与群论理论.在环论方面，他把魏德 
伯恩 （ Wedderburn ) 著名的超复系的结构定理推广到具有链条件的结合环上，这些 
环的理论满足升链条件与峰链条件.阿廷在抽象代数学方面最辉煌的业绩可以说是 
建立实域理论，并由此完全解决希尔伯特的第：17个问题_ 

学习指导 k 

本章重点 

1. 向量空间的线性无关和基. 

2. 若 F 是无限域 F 上的向量空间，则 V 不可能是有限个真子空间的并. 

基本要求 

1. 向量空间. 

(1) 复习平面 R 2 中向量的运算和内积. 

(2) 线性无关和基 • 

(3) 向量空间的子空间： 

2. 内积的定义. 

3. 模和子模的定义. 

释疑解难 

1. 向量空间的内积与空间解析几何中三维欧几里德空间 （Euclidean Space ) 的 
内积不一样的就是：一般来说 it e V ，当 （ it ， u ) = 0时,不一定有 u = 0. 

2. 当 F 是域 P 上的向量空间时，讨论的都是 ae F 左乘 W e y ， 那 a e P 右 
乘 U e V 有意义吗？因为数乘是 F X V 到 V 的运算，所以 ■ 没有任何意义. 

3. 若 G 是交换加法群，则对任意 a £ G 和整数 n e Z ， 有 na e G ， 并且 
( mn)a = m ( na ), (m + n)a = ma + na , m(a + b ) = ma + mb , 对任意 m,n & Z , a,b & G 
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成立.因此任意交换加法群 G 都可以看做整数上的左模.所以，模也可以看做是交 
换加法群概念的推广. 

4. 由于模与线性空间有着比较类似的结构,故有些证明可以类比，如设 M lt M 2 
是环上的模从的两个真子模，一样可以类似证明 

解题技巧 

主要掌握在线性空间和模中，如何判断几个向量是否线性无关的方法. 
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代数不过是书 写的几 何，而几何不过是图形的代数. 

Germain (1776—1831, 德国数学家) 


由 Lagrange 定理可知，有限群 G 的任意子群的阶是 | G | 的因子.反过来，对 
于 | G | 的因子 m , 是否存在一个 m 阶子群呢？容易知道对有限循环群是成立的.但 
交错群山的阶是12,它没有6阶子群，因此 Lagrange 定理的逆命题是不成立的. 
不过 A 4 有2阶、3阶和4阶子群，6是两个素数2与3的乘积, 2, 3和4都是一 
个素数的方幂，因此自然会考 虑：若 | G | 的因子 m 是一个素数的方幂时，是否一定 
存在 m 阶子群呢? Sylow 定理回答了该问题， Sylow 定理是有限群理论最基本的定 
理之一，它给出了有限群和它的子群之间深刻的联系. 


5.1 群作用 

设集合 S = {1, 2,…， n }， G 为 S 上的一个置换群，任取和 zgS ， 称 
g ( x ) 为群元素 s 对: r 的作用.其实还可以将置换群对集合的作用推广到一般的群. 

1群作用的定义 

定义 5.1.1 设 G 是一个群，6 1 是一个集合，设有一个映射 

a:GxS 


满足条件 

(1) u ( e , x ) = x 对任何 x e S 成立； 

(2) a ( g 1 g 2 , x ) = a { gi , a ( g2 , x )) 对任何 x € S 和 gi ， g 2 & G 成立. 


则称 G 在 S 上有一个（左）作用 ( action ). 
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对于固定一个给出从集合5到它自身中的一个映射.因此 
用记号职来代替 a ; H a ( g , x ) 更加简明.但职和群的乘法不同，分别在群 G 
和集合 S 这两个不同的集合中，9通常称为“算子”， gx & S ^ x ^ g 作用后的元 
素.这样定义中的两个条件可以重新写成 

(1) ex = x 对任何 x e S 成立； 

(2) { gig 2 )x = gi ( g 2 x ) 对任何 a ； g 5和仍，32 e G 成立. 

条件（ 2 )的左式中仍仍是群 G 中的乘法,而右式中 gi ( g 2 x ) 表示 a ； 被仍作用 
后再被仍作用.由条件 （2) 得知，记号 g l 92 x 不会引起混淆. 

右作用也可类似定义，其满足的条 件是： 

(1) xe = x 对任何 x £ S 成立； 

(2) x ( gig 2 ) = ( xgi ) g 2 对任何 x e S g 1 , g 2 eG 成立. 

性质 5.1.1 设群 G 在 S 上有一个左作用，则对任何 5 £ G , 映射 xh gx 是 
集合 S 1 到它自身的一个双射. 

证明这是因为3 _1 (糾 ） = (0 — = 63： = X . 

下面是一些群作用的例子，详细验证都很容易. 

例 5.1.1 任何群 G 在任何集合 S 上有一个平凡的作用糾= X . 

例 5.1.2 G 在它自身上有一个左作用 

GxG -^ G , 

( g , a ) = ga 

称为左平移. 

例 5.1.3 G 在它自身上有另一个左作用 

GxG^G, 

( g , a ) = gag - 1 

称为共轭作用，一般直接用 gag — 来表示共轭作用. 


后面如果没有说明群作用是左作用，还是右作用的话，群作用都是指左作用. 
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2群作用的轨道和稳定子群 

定义 5.1.2 设群 G 在集合 S 上有一个作用，对于 rreS ， 集合 

Gx = { gx\g e G } 

称为该作用的一条轨道 ( orbit ), 轨道中的元素个数称为该轨道的长度_元素 x G S 
的稳定子群 ( stabilizer ) 定义为 

Stab ( x ) = {g € G\gx = cc }. 

容易验证 Stab ( x ) 确实是 G 的子群. 

下面来看看群作用和轨道的一个比较直观的例子 • 


在直角坐标系中，可以容易地看出，如果取定0对由，将围绕0难按定向转动角 
B 的旋转全体记为 G . 即 s G G 时，有0 < 6 < 2兀，使得 



cos 0 sin 0 0 

g = — sin 0 cos 沒 0 . 

0 0 1 

明显地， G 在复合的运算下是一个群，空间里 
的所有点记为叉则群 G 可以作用到空间 S 上.取 
定空间 S 的一个点: r ， 用群 （7 作用点: r , 就可得到 
一个圆，这就是 a ； 在 G 作用下的轨道 Go :. 

3轨道的性质 

从左图中还可以看出，轨道具有下面的性质. 

性质 5.1.2 设: r，y e S ， 若 G:c n Gy / 0,则 
Gx = Gy . 


证明设 gia ;= 仍仏则 gi l 92 V = x . 对任意 g e G ， 有 gx = ggf e Gy . 故 
Gx C Gy . 同理 Gy £ Ga ; 也成立，所以 Ga ; = G ?/. ■ 

这个结论表明，两个轨道要么不相交，要么重合.而 S 中，任一元都在某一个轨 
道内，因此 S 可以表示成为不相交的诸轨道之并，也就是说 G 作用在集合 S 上的 
轨道给出了 S 的一个划分. 


定义 5.1.3 只有一条轨道的群作用称为是可迁的 ( transitive ). 
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例 5.1.4 在它自身上的左平移是群 G 在 G 上的作用 

G x G — G, 

{ g , a ) = ga , 

容易知道，对于 G 中任意的 a 和6,有 gr = ab - 1 ， 使得 a = 故 a e G 6. 由于 
a e Ga , 故 Ga 门 G 6 # 0，因此 Ga = GJ *. 所以群的左平移作用 
是可迁的. 

由于 G 作用在集合 S 上的轨道给出了 S 的一个划分，故集 
合 S 是有限集时，每个轨道只含有有限个元素，那么每个轨道究 
竟含有多少个元素呢？实际上，轨道 Gar 的元素个数和稳定子群 
Stab ⑷有着密切的关系. 

定理 5.1.1 设有限群 G 作用在集合5上，: r 属于 <5,则 
网 = |StibU = [ G:Stab ⑷]. 

证明设丑= Stab ( o ;), G / H 为 H 的左陪集全体，定义映射 ip ： Gx ^ Q/H 
为 ifi { gx ) — gH . 若 gee = gia :， 则 = a :， 即 g~ x gi e H , 因此 pi ? = g \ H , 因而 

yp 的定义是合理的. 

明显地，对任意的€ G / H , 有胂 e G ; c ， 使得 V ( gx ) = gH ， 故 v 是满射 • 
如若 ffff = 5 i 丑，则 ^ H = Stab ( x ), 因此沒 = ： r ， 即 5ia ; = pa ;， 因 
而 W 是单射，故 P 是双射，因此降| = \ G / H \, 所以由 | G | = \ G / H \ - \ H \ 可知 
I 化 

4对称变换群 



下面通过例子来说明群作用在研究对称变换中的应用. 

使图形不变形地变到和它自身重合的变换称为这个图形'的对称变换 ( symmet ¬ 
ric transformation ). 一个图形的一切对称变换关于变换的乘法构成的群称为这个 
图形的对称变换群. 

从下页图容易看出，蝴蝶的对称变换只有左右对称变换和恒等变换两个，因此 
蝴蝶对称变换群为左右对称变换和恒等变换构成的群. 


可以用群作用的方法来求对称变换群 G 的阶数. 
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例 5.1.5 试求冰花的对称变换群 G 的阶数. 

解冰花的六个花瓣分别用1，2, 3, 4, 5, 6来编号.令 

S ={1,2,3,4,5,6}， 

则冰花的每一个旋转都导致了 S 的一个变换，这就给出了对称变换群 G 在 S 的一 
个作用.不难验证，1在 G 下的轨道 G 1 = *5,并且 Stab ⑴ ={ 恒等变换，以1和4 
为对称轴的对称变换 } ，故 | Stab ⑴ | = 2,所以 | G | = | G 1| • | Stab ( l )| = 12. 


2 



5有限群的类方程 

定义 5.1.4 设群 G 作用在集合 S 上，在每个轨道中取一个代表元，它们构 
成一个集合！> = { xi , x 2 , - - - ， a ;„}， 则是轨道 Gxi , Gx 2 , - - - , Gx n 的不相交的并， 
这样的一个集合 D 称为代表元全系. 

定理 5.1.2 设群 G 作用在集合 S 上，且 <5是有限集， I ? = {町,0； 2 
为代表元全系，则 

n 

问 = E [ G : Stab ( a ； i )]. 

i=i 

证明实际上，对于 D = 9 a ： n }> S 是轨道 Gxi , Gx 2 r " , Gx n 的不 

相交的并， <9 的轨道给定了 S 的一个划分，故问 = f \ Gxi \. 

i=l 

由于 \ Gxi \ = [ G : Stab ( xi )], 故定理成立 • ■ 

在第 1.5 节中已经知 道：设 a , &是群 G 的元素，若存在 geG 使得 a = gbg _\ 
则称 a 和6共轭，6是 a 的共轭元. 
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容易验证共轭是 G 的等价关系，因此等价关系决定 G 的一种分类，群 G 可以 
划分为若干共轭类. 

例 5.1.6 试写出为的共扼类. 

解容易知道 （ 1 ) 在为的共辄类只有它本身. 

对于(12),(13),(23) G 5 3 , 由于 

(23)(13)(23)- 1 = (12), 

(12)(23)(12)- 1 = (13), 

故（12)，(13)， (23) 在同一个共辄类内. 

对于（123)， (132) e S 3 , 由于(12)(123)(12)- 1 = ( I 32 )， 故（1别和 (132) 在同一 
个共轭类内. 

因为（1)，(1 2 )，(1 2 3)互不同类，所以为的共辄类有 三个： 

{⑴}, {(12), (13), , (23)} 和{(123)， (132)}. 

考虑 G 在它自身上的共轭作用 

GxG -^ G , 

( g ； a ) = gag -1 , 

则对于 x € G , 轨道为 Go : = { gxg~ l \g € G }. 并且容易验证， a ： 属于 G 的中心时, 
Ga ; = ㈣ ，即共辄类只含一个元素 a ；. 另外，对于: r 的稳定子群 Stab ⑷，有 

Stab ( a :) = {g G G \ gxg^ x = x } 

^ {9 e G\gx = xg ). 

因此，: r 的稳定子群 Stable ) 就是 : r 在 G 中的中心化子 C { x ). 利 用而在 G 中的 

n 

中心化子 C { Xi ), 可以得到 1G1 =^] G ^| 新的表达 形式. 

i=l 

下面定理是有限群的基本定理之一,通常称定理中的式子为有限群的类 方程. 
定理 5.1.3 设 G 是一个有限群， C 先 G 的中心，则 

n 
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这里 C ( x z ) 表示而在 G 中的中心化子，％取遍 G 中至少含有两个元素的共扼类 
全体. 

证明考虑 G 对 G 的共轭作用，则 G 中元素 re 的轨道 Ga ; = { gxg- l \g e G } 
为所有与 a ： 共無的元素全体，当 o ; 属于 G 的中心时， x 的共轭类为伊}.因此只含 
有一个元素的共轭类的并集就是 G 的中心 C . 

另夕卜，由子 Stab ( a ： i ) = {g € G \ gxig~ x = Xi } = {g € G\gXi = Xig }, 因此 Stab ^ j ) 

n 

就是而在 G 中的中心化子 C { xi ), 由前面定理的结论 | G | = J 2\ Gx i \ 可知 

i=l 

\ 0 \ = \ 0 \ + ^{ 0 -.^)\. ■ 
i=l 

6 P 群的定义 

定义 5.1.5 若有限群 G 的阶等于 p m ， 其中 P 为素氣 m 为正整数，则称 G 
是一个 P 群. 

例 5.1.7 加法群 Z 5 和 Z 7 ® Z 7 分别为阶是5和7 2 的 p 群. 

对于 P 群,有如下结论. 

定理 5.1.4 任意 p 群的中心一定含有不止一个元素. 

证明由于 G 的阶等于广 ， [G : C ( Xi )} 都是 p ™ 的因子，由群的类方程 

\ 0 \ = \ 0 \+^[ 0 -. 0 ^)] 

i=l 

可知， | G 1 和 f[G : G { Xi )\ 都能被 p 整除.如果该群中心 C 只含有一个元素，则 
1=1 

\ C \ + ^[ G ： G ( Xi )} 将不能被 p 整除，但这与 | G | 被 p 整除矛盾,所以中心 <7不止 

i —1 

含有一个元素_ ■ 

从上面的证明可以看出，实际上,任意 p 群 G 的中心 C 一定是一个 p 群 • 

群对集合的作用有许多应用，如下面的例题. 

例 5.1.8 若 p 是素数，试证明 P 2 阶群一定是 Abel 群. 
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证明 反证法.假设 G 是非交换群，并且 | G | = p 2 , 则由前面定理可知 G 的 
中心一定含有不止一个元素，根据 Lagrange 定理可知 C 为 p 阶群.由于中心 C 1 一 
定是正规子群，故商群 G / C 有定义,并且它的阶为素数 p ， 从而 G / C 是循环群.若 
yC 是 G/C 的生成元，则 G 的全体为 { ay^a G C , 0 ^ i < p }, 明显地， G 中的元都 
是可交换的，但这与 G 是非交换群矛盾,所以由反证法原理可知沪阶群 G —定是 
Abel 群. ■ 

7群在几何中的应用 

群作用在几何中也有广泛的应用，实际上， Klein 在1872年提出了 “爱尔朗根 
纲领”，试图用变换群之下的不变性与不变量概念把各种几何学统一起来，并把变换 
群作为几何学分类的基础，按这种观点，几何学就是研究图形（某种元素的集合）在 
某种变换群作用下保持不变的性质的学科.变换群是指集合之间的映射在映射的复 
合下构成的群.如全体即平移、旋转及其复合构成一个刚体变换群，全体刚体变换 
加上反射仍是一个群，全体拓扑变换也是一个拓扑群.因此刚体变换群对应的就是 
通常的初等几何，它研究图形在刚体变换群作用下的不变性质与不变量，因此，常 
常将它称为刚体几何或度量 几何； 仿射变换群对应于仿射几何，它研究图形的仿射 
变换群作用不变性与不 变量; 射影变换群对应于射影几何，它研究图形在射影变换 
群作用的不变性与不 变量; 拓扑变换群对应于拓扑学，它研究图形的拓扑在拓扑变 
换群作用的不变性与不变量.如果某个变换群是另一变换群的子群，那么，这个群 
对应的几何学就是另一个群对应的几何学的子几何学.如刚体几何学是仿射几何的 
子几何，仿射几何是射影几何的子几何. 
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Cauchy 在1844年证明了 Galois 的 断言： 每个 
有限置换群，如果素数 p 能整除它的阶，那么它至少 
包含一个 p 阶子群 . Cauchy 还曾经证明，若有限群 G 
的阶可被素数 P 整除，则 G —定包含一个或多个 p 
阶子群.挪威数学家 Sylow 推广了 Cauchy 的定理. 
Sylow 在1872年证明了 Sylow 定理，给出了一类子 
群的存在性，还讨论了它们的一些性质. Sylow 定理 
在群论中有着深远的影响，它掲示了群的算术性质与 
结构性质之间的精巧的联系. 
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1 p-Sylow 子群的定义 

定义 5.2.1 设 G 是一个有限群， p 是一个素数，若 P m \\ G \, 并且 p m+1 不能 
整除 | Gj , 则 G 的 p m 阶子群称为 G 的 p - Sylow 子群 • 

例 5.2.1 加法群 Z 12 有一个 2 -Sylow 子群 {0,3, 6, 9}, 一个 3 -Sylow 子群 
{0,4,8}. 

例 5.2.2 交错群 A 4 有一个 2 -Sylow 子群， 

{(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 


有四个 3- Sylow 子群， 

{(1)，(123)，(132)}，{(1)，(124)， (142)}, {(1)，(134)，(143)}，{(1)， (234), (243)}. 

由 Lagrange 定理可知，若 a 是群 G 中的元素，则 o ( a ) —定整除 | G |. 反过来， 
若 m 整除 | G |, 则是否一定含有 m 阶的元素呢？ Cauchy 很早就考虑了类似的问题. 

弓 I 理 5.2.1 (Cauchy 引理）设 G 是一个有限 Abel 群， p 是素数，若 p 整除 | G |， 
则 G 有一个阶为 p 的元素. 

证明设 | G | = pm , m > 1，对 m 用数学归纳法证明. 

(1) 若 m = 1，则 G 的阶为素数 p ， 因此 G 是循环群，因而 G 有一个阶为 p 的 
元素，所以结论成立. 

(2) 假设对小于 m 的7•，若 | G | = pr ， 则 G 有一个阶为 p 的元素. 

(3) 下面证明对于 | G | = pm 的 Abel 群 G ， G 有一个阶为 p 的元素. 

取 aeG 且，若 a 的阶可被 P 整除，即=成则6 = d 的阶等于 p ， 
从而 G 有一个阶为 p 的元素. 

若 a 的阶不能被 p 整除，则 a 的阶与 P 互素,故 G / < a >的阶比 | G | 小，并 
且由 Lagrange 定理可知， G / < a > 的阶还可被 p 整除，因此 | G / < a > | = pr , 
r < m . 

由归纳假设可知， G / < a > 有一个 p 阶元 6 < a > ，若 6 的阶为 s , 则 

(b < a >) s = b s < a >= e . 
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而 & < a > 的阶等于 p ， 故 p | s . 设 s =饵，则 c =浐的阶就是 p ， 所以 G 有一个阶 
为 p 的元素. 

由归纳法可知，对任意的有限 Abel 群，若 p 整除 | G |， 则 G —定有一个 p 阶的 
元素. ■ 

实际上， Cauchy 引理对于非交换的有限群 G 也是成立的.即设 G 是一个有限 
群, P 是素数，若 P 整除 | G |， 则 G 有一个阶为 p 的元素 • 

2 Sylow 定理 

Sylow 给出了进一步的结果，他和 Cauchy 的结果可以说明 Lagrange 定理较弱 
的逆命题是成立的. 

定理 5.2.1( Sylow 第一定理）设 G 是一个有限群, p 是一个素数 ，若沪 整除 
| G |, 则 G 有一个阶为 p fc 的子群 • 

证明 对群的阶 n 用数学归纳法来证明. 

(1) 若 n = 2 ,则只有素数2整除 n ， 明显地, G 就是一个 2- Sylow 子群，因此结 
论成立. 

(2) 假设结论对于一切阶小于 n 的群 G 成立，即若 p fc 整除 | G |， 则 G 有一个 
阶为沪 的子群. 

(3) 对于 n 阶的群 G ， 可分情况来讨论 G 的类方程 | G | = | C | + [ [G : C { yi )\. 

情形一.如果 p 不能整除 | C |， 由 G 的类方程 | G | = | C | + [G : C ( yi )} 可知, 
一定存在某个 使得 P 不能整除 [G : C ( yi )}, 否则 p 不能整除 1 G |. 

由于冏=: C { yi )}, p k \\Glp 不能整除 [G : C %)], 因此 p k \\ C { yi )\. 
明显地， G 的子群 C ( yi ) 的阶小于 | G |, 由归纳假设可知， C ( yi ) 含有一个 p k 子群 
H , 显然孖也是 G 的子群，因此 G 有一个 阶为/ 的子群丑. 

情形二.如果 p 整除 | C |, 由 Cauchy 引理 , C 一定含有一个 p 阶子群< c >. 

由于< c >包含于中心 C , 故< c >是 G 的正规子群，并且 G/ <c> 的阶为 
-| G |, 它可被/- 1 整除.又因为 G/<c> 的阶小于 | G |， 所以由归纳假设 G/<c> 
含有一个 p k ~ l 阶子群 H/ <c>, 因而 | i ?| = [H :< c>]\ < c> \ = p k ~ l .p = p fc ，因 
此 G 有一个阶为/的子群丑. 
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综合上述 , G —定包含一个阶为/的子群 .■ 

Sylow 在1872年给出的定理还给出了 Sylow 子群的性质和个数①. 

定理 5.2.2( Sylow 第二定理）设 G 是有限群， p 为素氣则 G 的任意两个 
p-Sylow 子群都共扼. 

定理 5.2.3( Sylow 第三定理）设 G 是一个 p n m 阶的有限群 ( p 和 m 互素， 
n 彡 1), 则 G 的 p-Sylow 子群的个数为 kp + 1, k ^ 0, 并且 kp + 1 整除 m . 

推论 5.2.1 设 G 是有限群, p 为素数，则 G 的每个 p k 阶子群都包含在某个 
p-Sylow 子群内. 

Sylow 定理有很多不同的证明，如 Seaxcoid 的证明基于双陪集 ©. 还有用 
Cauchy 引理来证明的，不过 Wielandt 给出了没有用到 Cauchy 引理的证明③. 

由于群 G 的任意两个 ^ Sylow 子群都共辄，故容易知道下面结论成立. 

推论 5.2.2 有限群 G 只有唯一的 p-Sylow 子群的充要条件为群 G 有一个 
p-Sylow 正规子群. 

利用 Sylow 子群的正规化子可以研究群的结构.1986年， Bianchi , Mauri 和 
Hanck 证 明了： 如果有限群 G 的任意 Sylow 子群的正规化子幂零，则群 G 本身是 
幂零的④.1988年, Fedri 和 Sereus 指出：存在有限群 G ， 它的每个 Sylow 子群的正 
规化子超可解，但 G 本身不是超可解⑤. 

Chigira , Iiyori 和 Yamaki 在2000年证明了：若有限群 G 没有任何阶为 2 p 的 
元素 b 为素数)，则 G 的 p - Sylow 子群都是交换的⑥. 

3 Sylow 定理的应用 

Sylow 定理是研究有限群的有力工具，下面举例说明它的应用.下面问题在讨 
论群的结构前，应该先 弄清楚. 

① Sylow M L. Theoremes sur les groupes de substitutions. Math. Ann., 1872, 5(4): 584—594. 

② Searcoid, A reordering of the Sylow theorems. Amer. Math. Monthly, 1987, 94(2): 165-168. 

③ Wielandt H. Ein beweis fiir die existenz der sylowgruppen. Arch. Math., 1959, 10: 401 - 402. 

④ Bianchi M, Mauri G B, Peter H. On finite groups with nilpotent Sylow-normalizers. Arch. 
Math. (Basel), 1986, 47(3): 193-197. 

⑤ Fedri V, Serena L. Finite soluble groups with supersoluble Sylow normalizers. Arch. Math. 
(Basel), 1988, 50(1): 11-18. 

⑥ Chigira N, Iiyori N, Yamaki H. Non-abelian Sylow subgroups of finite groups of even order. 
Invent. Math., 2000, 139(3): 525-539. 
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思考题 5.2.1 若 p 和 g 是不同的素数,则有限群 G 的 p-Sylow 子群和 g-Sylow 
子群有不是单位元的相同元素吗？ 

没有.如果 a 是 G 的 p-Sylow 子群和 ^-Sylow 子群的共同元素，那么 a 的阶 
一定整除 p 和 g ， 因此 a —定是单位元. 

思考题 5.2.2 若 p 是素数，则有限群 G 不同的 p-Sylow 子群的交集只含单 
位元吗？ 

不一定.如在&中，由于 | S 4 | = 24 = 2 3 ■ 3,则有 

H = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (12), (34), (1423)，(1324)}， 

K = {(1)，(12)(34)，(13)(24)， (14)(23), (13), (24), (1432), (1234)} 

都是 2 -Sylow 子群，但它们的交集为 


HnK = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. 

例 5.2.3 试证明56阶群一定不是单群. 

证明 由于 7 -Sylow 子群有 1 + 7 A ; 个， 并且 1 + 7 A ; 整除8,故 A : = 0或者 k = 1. 
如果 A : = 0,则 7 -Sylow 子群一定是正规的，从而 G 不是单群. 

若= 1，则 G 有8个 7 -Sylow 子群，由于7阶是循环群，故任意两个不同 
7 -Sylow 子群的交为单位元，因此7阶元共6 x 8 = 48个非单位元，56 - 48 = 8. 
但 G 含有 2 -Sylow 子群，其阶为2 3 = 8. 因此剩下的8个元构成 G 的唯一的一个 
2 -Sylow 子群，由此可知， G 有一个正规的 2 -Sylow 子群，所以 G 不是单群. ■ 

例 5.2.4 设是素数， n 为大于零的整数，若1 < m < p ， G 是一个阶 
群，试证明群 G 不是单群_ 

证明 设 r ■是 G 的尹 Sylow 子群的个数，则根据 Sylow 定理，有 r 被 p 除余 
数为1,并且 r 整除 m . 由 l < m<p 可知 r = l , 因而 G 的 p-Sylow 子群只有一 
个,从而它是 G 的非平凡正规子群，所以 G 不是单群. ■ 

Horowitz 在1966年利用 Galois 理论和 2 -Sylow 证明了代数学基本定理①. 

① Horowitz L, A proof of the “Fundamental theorem of algebra 5 ' by means of Galois theory 
and 2-Sylow groups. Nieuw Arch. Wisk., 1966, 14(3): 95-96. 
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4有限单群的分类简介 


有限单群类似于整数中的素数，它对于群论有重要意义.像数论中每一个合数 
都可以被分解为它的素数因子的乘积一样，每一个有限群都可以唯一分解为一些单 
群的集合，找出所有的有限单群的问题称为有限单群分类问题. 

问题 能不能找出所有的单群？能否确定哪些群是单群，哪些群不是单群？ 

有限单群分类从最初取得突破到最终完成，经过近50年的努力，终于解决了 
该问题,整个证明分布在500多篇论文中，共10000到15000页①，有限单群分类 
定理是20世纪数学家们得到的一个最基本的结果，全部的有限单 群是： 


(1) 素数阶循环群； 

(2) n > 5的交错群 I ; 

(3) Lie 型单群（共16 族); 
⑷26个散在单群 • 


Brauer 是现代有限单群分类工作的先驱，他1954年证明了关于对合的中心化 

子定理 . Feit 和 Thompson 在1962年证明了关键的 Burnside 猜想-所有非 

交换单群都是偶数个元素的 .1972 年， Gorenstein 在芝加哥大学举办的群论会议上 
提出了一个解决分类问题的16步纲领，按照 Gorenstein 的纲领， Aschbacher 从一 
条被称为分支定理出发，得到了很多导致单群分类定理最后解决的成果.1980年， 
Griess 找到了 26个散在单群的最后一个散在群.同年，整个有限单群分类定理的 
证明完成了. 2004年 ， Aschbacher M . 和 Smith S . D . 发表了文章②.进一步完善了 
有限单群分类的工作，从而补上了分类定理最初证明的最后一处漏洞，因此分类定 
理就是一个定理了. 


5.3 可解群 

为了研究非交换群的结构， Burnside 于1900年左右提出了一个著名的 猜想： 

① Gorenstein D, Lyons R, Solomon R. The classification of the finite simple groups. Mathe¬ 
matical Surveys and Monographs, 40.1. American Mathematical Society, Providence, RI, 1994. 

② Aschbacher M, Smith S D. The classification of quasithin groups. I. Structure of strongly 
quasithin K-groups. Mathematical Surveys and Monographs, 111. American Mathematical Society, 
Providence, RI, 2004. 
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一个奇数阶群 G —定存在一个正规子 群列： 

{e} = Go < Gi <_■•<] G n -i < G n = G, 

使得每个 Gi / Gi —认 \ ^ i ^ n ) 是交换群.这个猜想对有限单群分类问题的研究起 
了重要的作用. 

1合成群列的定义 

定义 5.3.1 设 G 是一个群，称 {e} = G 0 < G；l < … <3 G n - X < = G 为 G 的 

一 个正规群列， Gi / Gi^{l ( i 《 n ) 称为商 因子. 如果每个商因子都是单群，则该正 
规群列称为 G 的合成群列 (composition series ). 

容易验证,加法群 Z 6 有合成群列何< {0,2,4} < Z 6 和 { 5 } < { 5 , 5 } < Z 6 •为有 
合成群列 {(1)}< J {(1),(123),(132)}<5 3 . 


U 是 G 的一个极大正规子群是指在丑和 G 之间没有其他的正规子群，一个 
群可能有阶和结构不同的极大正规子群.另外，若商群 G / H 的阶是素数，则 H 是 
G 的一个极大正规子群. 

容易证明 H 是 G 的一个极大正规子群当且仅当 G / H 是单群.因此何= 
G 0 < Gi < • • ^ Gn -^ Gr , = GAG 的合成群列的充要条件为 { e } = G 0 < Gi < • • • < 
< G n = G AG 的一个正规群列，并且 G 是 G i + 1 的极大正规 子群. 

思考题 5 . 3.1 任意的有限群是否一定有一个合成群列？ 

若 G 不是单群，假设 Gi 是 G 的极大正规子群， G 2 是 Gi 的极大正规子群， G 3 
是 G 2 的极大正规子群等，并且阶是严格下降的，由于群的阶是有限的，故容易 
理解最后一定会达到只含单位元的群.实际上,有下面的结论成立 • 

命题 5 . 3.1 任何一个有限群 G 都一定有合成群列 • 

证明对群的阶 n 用归纳法来证明. 

(1) 当71 = 1时，若 G 的阶为1，则结论明显成立. 


(2) 假设命题对于阶小于 n 的群都成立 • 

(3) 当 | G | = n 时，任取 G 的一个极大正规子群 Gn -: •由于 Gn - i 是 G 的极 
大正规子群, G„_! ^ G, 和 G 之间没有其他正规子群，因此 G / Gn - r 是单群. 
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明显地， | G n _!| < \ G \= n , 故由归纳假设 G n _ i 存在合成群列 

{e} = Go <! Gi <■•■<! G n —2 < G n ~i. 

所以， { e } = Go < G 1 <---< G n _ i < G „ = G^G ■ 

思考题 5.3.2 任意的无限群是否一定有一个合成群列？ 

不一定. 

例 5.3.1 整数加法群 Z 没有合成群列，实际上， Z 的任何一个非平凡子群都 
与 Z 同构.若 {0} = Go ^ < G n —2 ^ G n — 1 < G = Z 是 Z 的合成群列，则 Gi 

是 Z 的正规子群，因此一定有整数幻，使得 Gi = {^mlm e Z }, 从而 Q 有正规子 
群丑= {2 fc im |m e Z }， 但这与 {0} = G 0 < Gi<---<i G n - 2 < G n -\ < G = Z 是 Z 的 
合成群列意味着 G Q = {0} —定是 Gi 极大正规子群矛盾,所以整数加法群 Z 没有 
合成群列. 

思考题 5.3.3 任意的群如果有合成群列，则它是否唯一呢？ 

例 5.3.2 在四元数可除环中取±1， 士 i ， 士 j , 士 fc ， 则它们在乘法下构成8阶非 
交换群 G , 

令 G 0 = {1}, Gi = {±1}， G 2 = {±1， ± i }， G 3 = G ， 则 G0 < G1 < G2 < G3 是 G 的合 
成群列 _ 另外，取丑 q = {1}, 历= {± 1 }, H 2 = {±1, ± J }, 丑 3 = G 时， H o < 2 H 0 H 2 4 H 3 
也是 G 的一个合成群列. 

2合成群列的性质 

由于极大正规子群一般不是唯一的，故一个有限群可能有不同的合成群列，但 
它们有着密切的联系，在重排和同构的意义下是唯一的，这就是 Jordan - H 61 der 定 
理. 


定理 5.3.1(Jordan-H61der 定理） 设 (3 是有限群，下面两个群列都是 G 的合 
成群列： 

(1) {e} = Go < G\ <1 G 2 <••■<] G r = G. 

(2) {e}= 丑 0 <1 迅 <! 丑 2 < .. ■ <1 私 =G. 

则 r = 5, 并且存在（1，2,… . ， r ) 上的一个置换 cr r 使得 

Gi/Gi-i = 丑汀⑷ / 私⑷ -1. 



5.3 可解群 
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证明对群的阶 n 用数学归纳法. 

(1) n = 1时,若群 G 的阶为1，则结论显然成立. 

(2) 假设对阶小于 n 的群，结论都 成立. 

(3) 若群 G 的阶为 n ， 设有 G 的两个合成群列 如下： 

{ e } = Gq < Gi <J G2 <3 • • • <5 G r = G , 

{ e } = Ho < Hx < H 2 < ■■- < H S = G . 

如果 H s - 1= Gr-i, 那么根据归纳假设，由于 G r - i 的阶比 G 的阶小，故结论 
对 G r _! 的两个合成群列成立，而丑 s = = G ， 故结论显然对 G 也成立. 

如果 Hw — G r — U 令尺 = hn G r - U 由第二同构定理可知 

Gr - xH ^/ H ^ ^ Gr - JK . 

但是 G r _ iif s _ i 是真包含丑的 G 的正规子群，由丑 s _ i 是 G 的极大正规 
子群知 G r - iH s _i = G •故 G / H s -! ^ 而 G / iJ s _ i 这是一个单群，因此 

G r ^/ K 也是单群， 即瓦是 G r _ x 的极大正规子群.同理 K 也是 H s ^ 的极大正 
规子群.设 K 的合成群列为 

{ e } = Ko <i Ky < K2 < < K m — K , 

则可得到了 G 的两个合成 群列： 

{ e } = Ko < K \ < K2 < • • ■ < K m < G r —\ < G , 

{ e } = Kq < Ki < K2 < ■ • • < K m < H s —i < G . 

比较下面的 2 个群列 

■[e j - = Gq < G \ < G2 < .. _ < G r ~i <3 G r = G : 

{ e } = if 。< iiTi < 冗2 小 ■ _ <i K m < G r —\ <3 G . 

由于 Gr-i 的阶小于 n ， 故由归纳假设可知 r -2 = m . 并存在一个置换 a ， 使得 

Gi / Gi-i = K a ^/ K a { i )- i . 
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同样地，比较下面的2个群列. 

{ e } = Hq <1 Hi <\ Hi < … <3 H s -i < H s = G , 

{e} = K 0 < Kx < K 2 < < K m < H s ^i < G . 

由于的阶小于故由归纳假设可知 s -2- m . 并存在一个置换 r , 使得 

由于 

G / Gr-X = Gr - xHs - j / Gr-i ^ H S _ X /K = H r ^/ K , 

Gr / Hs-t = GrHr ^/ Gr -1 = G r _ iH r _!^ G r _ i / K , 

于是 r = S , 并存在置换，使得 

Gi / Gi-i = i ? T < T ( j )/ i / TCT ( i)_i {i = l ,2, ■■- , r ). 

因此结论对阶等于 n 的群 G 成立.所以，由归纳原理可知定理成立. ■ 

实际上加法群 Z 6 有两个合成群列 {0} < {0，5,<3 Z 6 和何 <3 {5, 3} < Z 6 ，它 
们的长度一样，并且 {0,2,4}/{0} ^ Z 6 /{0,3}, Z 6 /{0,2,4} ^ {0,3}/{0}, 因此加法 
群 Z 6 的两个合成群列是符合 Jordan-H61der 定理的结论的. 

3可解群的定义 

可解群与一元 n 次方程的可解性有关，它是 Galois 引进的.从 Galois 理论中 
可以知道，因为 n > 5 时& 不是可解群，所以五次及五次以上的代数方程才没有 
求根公式. 

定义 5.3.2 设 G 是一个群，如果 G 具有一个正规群列，其所有的商因子都 
是 Abel 群，则 G 称为一个可解群 (solvable group). 

可解群可以看做 Abel 群的推广，它是一类非常重要的群. 

设 G 是群，为了简明，以下都用 G ' = [ G , G ] 记 G 的换位子群，容易证明换位 
子群 G ' —定是 G 的正规子群. 

定义 5.3.3 令 G 〃 = ( GJ , …， G ㈨ = ( G *- 1 ))', 称 G ㈦ 为 G 的 fc 次导群 • 


5.3 可解群 
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容易知道，群 G 是交换群当且仅当它的导群 G ' = [ G , G ] 是单位元.导群是 
群交换性的一个反映，从群的导群来研究群的性质或结构是群论研究的一个重要方 
面 • 

例 5.3.3 容易证明，对称群 S 3 的1次导群为呙=烏， 2 次导群为埒= { e }. 


4可解群的性质 


利用 G 的 A ; 次导群，可以得到可解群的一个判别法. 

定理 5.3.2 群 G 是可解群的充分必要条件是存在某个自然数 A ;， 使得= 

{ e }. 

证明若 G ( fc ) = { e }， 则有正规群列 

{ e } = G ㈨ <1 < -< G , = G . 

并且每个 G 说 / G ㈣ 都是 Abel 群，因此 G 是可解群. 

反过来，若 G 可解，则有下列正规 群列： 

{e} = Gq ^ Gi <3 C?2 〈 • ’ • <G r = G, 

使得 Gi / Gi - i 都是 Abel 群，由于 G : G Gw ，故 

G ' C G' r C Gr - uG ^ CG r ^, - ■ ■, 

所以 G ⑺二 { e }. ■ 

由此可见，可解群可以看做 Abel 群的推广， G 为 Abel 群当且仅当 G ' = { e}，fc 
次导群= { e } 可以反映出可解群与 Abel 群的近似程度 • 

性质5,3,1 可解群的子群和同态像仍是可解群. 

证明设 G 是可解群, H 是 G 的子群，由于丑是 G 的子群，故孖⑷是 GW 
的子群，因而 G ㈨ = { e } 时有 = {e}, 所以丑是可解群. 

设 P 是群 G 到 K 上的同态，则 if ( G ') = K ', 因而 < p ( G ^) = K < k \ 由于 
G ⑻ = { e }， 故 = {e}, 所以尺也是可解群 • ■ 

性质 5.3.2 若 if 是群 G 的正规子群且尺及 G / K 均是可解群，则 G 也是 
可解群. 
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证明由于 K 及 G / K 均是可解群，故存在 m 和 n ， 使得 

= { e }, ( G / K )^ = { e }, 

由 ( G / K )^ = G ( m )/K 可知， G ( m ) G if , 故 G ( m+n ) = { e }， 所以 G 是可解群. _ 

性质 5.3.3 设 G 是一个有限群，则 

( 1 ) 若 M 和 iV 都是 G 的正规子群，并且 G / M 和 G / N 都是可解群，则 G/(Mn 
N ) 也是可解群 • 

(2) 若 M 和 iV 都是 G 的可解正规子群，则 MN 也是 G 的可解正规子群. 

(3) 可解的单群一定是素数循环群. 

定理 5.3.3 in 小于等于4时,是可解的. 

证明 5 i 的可解性是明 显的. 

S 2 有 { e }< S , 2 , 并且 \S 2 /{e}\ = 2 ,所以&可解.由于於有一个3阶正规子 
群4并且 \ A 3 /{ e }\ = 3, |5 3 / A 3 | = 2 ,所以 S 3 可解.对于 令 G 0 = { e }^： = 
{ e , (12)(34), (13)(24), ( M )( 23 )}， G 2 =山， G 3 = S 4 .贝 ! J 

Go ^ G\ < (?2 ^ ^3 

是 S 4 的正规群列，其每个商因子是 Abel 群. ■ 

定理 5.3.4 当 n 大于等于5时，&是不可解群. 

证明假设&是可解群，则它的子群也是可解群，但当 n > 5时，是 
单群•故 A „ 只有一个正规群列 { e }< A n = G ，但 A n /{ e ] 不是 Abel 群，故人不 
是可解群,矛盾. 所以& 是不可解群. ■ 

利用 Jordan - Holder 定理，可导出有限群为可解群的判别定理 • 

定理 5.3.5 设 G 是一个有限群，则 G 是可解群的充分必要条件是 G 有一个 
合成群列： 

{e} = Go < Gi <3 (?2 <3 . _ . < G r = G ， 

其商因子 Gi / Gi - i(l Ki ^ r ) 皆为素数阶循环群. 

证明设 G 是可解群，则它的任意一个合成群列的商因子、定是 Abel 群，并 
且是单群,从而必是素数阶循 环群. 反过来，如果 G 有一个合成群列其商因子为素 
数阶循环群，则 G 明显地是可解群. ■ 




习题五 


-163 . 


Burnside 证明了下面的定理. 

定理 5.3.6 对任意的素数扒 g ， 任意一个阶为 p a q b 的群都是可解群. 

Feit 和 Thompson 在1963解决了 Burnside 猜想,证明了下面群论中著名的奇 
阶定理 ®. 

定理 5.3.7( Feit - Thompson 定理） 每一个奇数阶的有限群都是可解群. 

Feit 和 Thompson 的工作有255页，占了 Pacific J . Math . 一期的版面,他们两 
人获得了 1965年的 Cole 奖. Thoiupscm 并因后来关于极小单群的工作获得了 1970 
年的 Fields 奖. 

Isaacs , Navarro 和 Wolf 在1999年还证明了：若 G 是可解群， a 有奇数阶，则 
a 一定在 Fitting 子群 F ( G ) 中②. 


习题五 

5 .1 试求出对称群 S 4 的所有可能的 Sylow 子群. 

5.2 试求出4次交错群山的所有 Sylow 子群. 

5.3 若 p 为素数,丑和 K 都是有限群 G 的阶为 p 幂的子群，并且丑是正规 
子群，试证明池是 G 的阶为 p 幂的子群. 

5.4 若有限群 G 的阶为35,试证明 G —定是循环群 • 

5.5 试证明阶为50的群都一定有非平凡的正规子群. 

5.6 设 G 是168阶的单群，试确定 G 中所有阶为7的元素 • 

5.7 设 G 是 np 阶群为素数)，若 n < p ， 试证明 G 有 p 阶的正规子群 • 

5.8 试证明196阶群 G —定有一个阶大于1的 Sylow 子群，它是 G 的一个 
正规子群. 


① Feit W, Thompson J G. Solvability of groups of odd order. Pacific J. Math., 1963, 13: 
775-1029. 

② Isaacs I M, Navarro G, Wolf T R. Finite group elements where no irreducible character 
vanishes. J. Algebra, 1999, 222(2): 413—423. 
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5.9 设 G 是一个有限群，若 |G| pgr (这里 p,q,r 是不同的素数)，试证明 G 

不是单群. 

5.10 试证明 200 阶群 G 有正规的 Sylow 子群. 

5.11 设 G 是一个有限群，若 |G| =pqr(^ p,q,r 是不一定不同的素数)，试 
证明 G 是可解群. 

5.12 设 G 是一个 p 3 阶非交换群（这里 p 是素数)，试证明 C(G) = G'. 

5.13 试写出 Hamilton 四元素群的全部合成群列. 

5.14 设是不同素数, p>q>l, 试证明 p 2 g 群 G —定是可解群. 

5.15 试证明对称群 灸是可 解群. 


布饶尔 (R.Brauer)1901 年 2 月 10 日生于德国柏林，童年时期一直过着无忧无 
虑、 幸福 快乐的生活， 1919 年入柏林大学学习，在舒尔指导下于 1926 年 3 月完成 
博士论文.毕业后在柯尼斯堡大学任教，在柯尼斯堡的这段时间，布饶尔对单代数 
的代数理论做出了重要 贡献. 1931 年，布饶尔、诺特和哈塞合作发表论文“代数理 
论主定理的证明”，一举解决迪克森猜想，完成代数主定理的证明. 1933 年因纳粹迫 
害犹太人移居北美，先后在肯塔基大学 （ 1933 —1934 )、 普林斯顿高等研究所（任外 
尔的助手， 1934—1935 )、 多伦多大学 （ 1935 —1948 )、 密歇根大学 (1948—1952) > 哈佛 
大学 （ 1952 — 1971) 任教.布饶尔在多伦多度过的那段时期是他最多产的一段时期， 
他得到了许多重大成果，其中的任何一个都足以使他居于一流数学家的行列. I960 
年之后，布饶尔写了 50 多篇论文，其中大多数属于模表示论及其应用.布饶尔关于 
模表示的工作表现出其杰出的独创性，他发展了这一理论，发现并证明三个主要定 
理， 找到了它们在群论中的意想不到的深刻应用. 1955 年，布饶尔和福勒发表了重 
要论文“偶数阶群”，这篇论文非常简单，任何知道群的定义的人都能理解其中的主 
要结果，然而它们对偶数阶群论的大部分发展都非常重要 • 布饶尔 1955 年当选为 
美国科学院院士， 1971 年获美国科学功绩奖章.布饶尔在长达 M 年持续工作中，对 
典型群表示论、单代数和分裂域、有限群模表示论、有限单群、代数数论等方面都 
作出了重要的贡献. 
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本章重点 

1. 群作用的性质和应用. 

2. 三个 Sylow 定理. 

3. 可解群的判断. 

释疑解难 

1. Sylow 定理对于 Sylow 子群的存在性、相互关系和个数都给予了完美的回 

答. 

2. 由 Sylow 定理容易验证，若 p 和 g 是不同的素数，群 G 的阶为 g 并且 p 
不能整除 q — l ， q 也不能整除 p - 1时 ， G —定是循环群.利用该结论，可以判断阶 
为15, 33, 35, 51，65等的群都是循环群. 

3. 若 P 和 g 是不同的素数，群 G 的阶为 w 时， G 不一定是循环群.如 
| 灸 | = 2 _ 3,但它不是循环群. 

4. 利用 Sylow 定理还可以确定一些群是不是单群.如容易验证196阶群和200 
阶群都不是单群. 

5. 利用 Sylow 定理还可以证明对有限交换群来说， Lagrange 定理的逆定理是 
成立的. 


6. 若 G 。 < Gi <3… <3 G n (这里 G 。 = { e }, G n = G ) 为群 G 的一个合成群列，则 
G 是 G i +1 的正规子群,但不要求 Q 是 G i +2 的正规子群，也不要求 G 是 G 的 
正规子群. 

7. 可解群的概念产生于描述其根可以只用根式（平方根、立方根等及其和与 
积）表示的多项式所对应的自同构群所拥有的性质，因此它在 Galois 理论中是很重 
要的. 


8. 所有的 Abel 群都是可解的. 

9. 每一个奇数阶的有限群都是可解群. 
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解题技巧 


1. 应用 Sylow 定理解题,一般都按下面的步骤来讨论. 

(1) 将有限群 G 的阶进行因子分解. 

(2) 根据阶的因子分解，应用 Sylow 定理，得到的种类和个数等. 

(3) 综合讨论，得到所需的结论.一般应注意如果群 G 只有唯一的 pSylow 子 
群，那么它一定是群 G 的正规子群. 

2. 若用 Sylow 定理可以证明群 G 只有唯一的一个素数 p 阶子群和另一个唯 
一的 g 阶子群（这里 p 和 g 为不同素数)，并且没有其他的子群，则它们都是正规子 
群，并且交集为单位元，所以 G —定是循环群. 

3. 要证明群 G 是可解群，有时可以找出 G 的一个正规子群丑，使得丑和 
G / H 都是可解群，从而 G 是可解群.例如， S 3 / A 3 是2阶循环群， A 3 是3阶循环 
群，因此 S 3 / A 3 和戌都是可解群，所以 S 3 是可解群. 



知识点联系图 

Sylow 定理和可解群 
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只要代数和几何沿着各自的途径去发展，它们的进展将是缓慢的，他们的应用 
也是推■有限的.但是，当这两门学科结成伴侣，它们都将从对方身上获得新鲜的活 
力，因此，以快速的步伐猛进，趋于完美. 


Lagrange (1735—1813, 法国数学家) 



Evariste Galois (1811 — 1832) 


历史上域扩张的研究主要来自研究代数方程可用 
根式求解的 条件， Galois 于1830年前后彻底解决了这 
一问题.他的出发点是，将数域 F 上代数方程/ ㈤ = 0 
左端多项式 / Or ) 的所有复根与 F —起构成复数域 C 
的一个子域,并且使得这个子域是包含 AW 的所有复 
根的域中最小的一个. Galois 理论的关键思 想是： 对于 
域尺的每个扩张圹都有一个由固定瓦中每个元素 
的 P 的自同构所构成的群.域的 Galois 扩张可以用 
它的 Galois 群来定义，或用该扩张的内部结构来定义. 
Galois 基本定理 指出： 在域的 Galois 扩张的所有中间 
域和该域的 Galois 群的子群之间存在一一对应，这样 


就可以将关于域、多项式和域的扩张的许多问题转化为群论的问题来考虑. 


6.1 子域和扩域 

研究域的一个方法就是从较小的域出发来构造较大的域,这就是子域与扩域. 


1子域和扩域 

定义 6 . 1.1 设 K 是域， F 良 K 的至少有两个元素的子集，如果 F 关于 K 
中的加法与乘法也构成一个域，则称 F IK 的子域 ( subfield ), 此时也称冗为 F 
的扩域 （extension field ). 用记号 K / F 表示 K 先 F 的域扩张. 
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例 6.1.1 实数域 R 是有理数域 Q 的 扩域; 复数 
域 C 是实数域 R 的扩域，也是有理数域 Q 的扩域. 

一般地，复数域的子域都称为数域 (number field ). 

例 6.1.2 设 i 是虚数单位， Q 是有理数域，则 
F={a + b \\ a , b & Q } 是数域 • 

容易知道，子域具有下面的性质. 

性质 6.1.1 设 F 是域， Ki(x = ,«,•••) 是 F 中的子城，则 K = n,Ki 

是尸的一个子域. 



2域的素子域和特征 

定义 6.1.2 设 F 是域，则尸的所有子域的交为 F 的最小的子域，称为 F 的 

素子域 (prime subfield ). 没有真子域的域一般称为素域 (prime field ). 

有理数域 Q 和 Z p ( p 为素数）都是素域，任意域的素子域本身可以看做一个素 
域.容易理解，任意域都可以看做它的素子域的扩域，因此对域的扩张的研究有着 
普遍的意义. 

设开是一个域，若 i ? 没有周期元，则该域的特征 为零；若丑 至少含有一个周 
期元，则一定存在素数 P ， 使得对 H 的一切非零元 r ， 都有= 0,这个 p 就是域 i ? 
的特征. Steinitz 在1910年出版的名著《域的代数理论 》 (Algebmische Theorie der 
Korper ) 中引进了域的特征，把域按照特征分类，他还引进了素 子域、 有限扩张、扩 
张次数等概念. 

在第 2 章讨论整环和域的特征时,己经证明下 面结论 成立. 


定理 6.1=1 HF 是域, fb 是 F 的素子域，则当尸的特征为素数 P 时， 凡同 
构于 有限城 Zy 当 F 的 特征为 零时， F 0 同构于有理数域 Q. 

因此，从同构的观点来看，任何域都不过是有理数域 Q 或 Z p ( p 为素数）的 


扩域. 

ft 论 6.1.1 有理数域 Q 是最小的 数域. 


變 


明显地，这是由于复数域 c 的特征是 0, 故它的素子域是有理数域 Q. 
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3 集合 S 在 F 上生成的子域 

若 F 是域 K 的子域，考虑 F 在 K 有哪些扩张,实际上, F 在 if 的扩张就是 
在 F 上添加一些 if 中的元素. 

定义 6.1.3 设兀/尸是域扩张， S 是冗中的非空子集，则 

F { S ) = n { I ^ 是 的子域，并且 SCL , FCL } 

先 K 中包含 F 与 S 的最小的子域，称为集合 S 在 F 上生成的子域 (subfield gen ¬ 
erated by S over F ), 也称为添加集合 5 到 F 得到的 子域. 当 S 1 = { ai ，％, … , Q m } 
是者限集时，就记为 F ( ai , a 2 , - - ■ ，〜). 

4 单扩域 

只添加一个元素的扩张是最简单的扩张. 

定义 6.1.4 设 K/F 是域扩张，如果有 asK , 使得夂 二 F { a ), 那么 尺称为 
F 的单护域 （simple extension field ). 

不过要注意的是，一般来说，当尸为环时 ，卩 [ a ] 表示包含 F 和 a 的最小的环, 
因此要注意符号 F ( a ) 与 F [ a ] 不要混淆了 • 

例 6.1.3 对于复数域 C 和实数域 R , 有 i e C , 使得 C = R ( i ), 因此复数域 
C 是实数域 R 的单扩域. 

容易验证 ， mn s ^{ a u a 2 , ■■- , a m } 到 F 得到的子域有如下的形式 ■ 

定理 6.1.2 设 K/F 是域扩张， qi , Q !2, ■ ■■ , ot m S K,L = F ( ai , a 2 , ■■■, 
a m ), 则 - 

L ={ / . (Ql ^ 2; .1^ 4 这里/，夕 e _ Fbi ， 办，…，、】，且 5 ( 叱 ，处 ，…， a m ) 寺 (4. 
L g { ai , oi2 , - - - , a m ) J 

若 S 是两个集合的并集，则有下面的结论成立. 

定理 6.1.3 设 K / F 是域扩张， S U S 2 AK 中的非空予集 ， S = 负 U *? 2 , 则 

(1) 若 A £ S 2 , 则 F ( S X ) C F { S 2 ). 

(2) F ( S ) = F (5 1 )(5 2 ). 
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证明 （1) 由上面定理 6 . 1.2 即知. 

(2) 记孖 = F(5!)(5 2 ). 由于 F ， 私， S 2 CH,mF,S CH, 从而有 F(S) £ 丑.另 
外，由于 F,S 1 C F{S), 因而有 F{S!) C F{S). 由 ^ g F{S) 可知 H = F(5i)(5 2 ) C 
F(S ), 所以 H = F(S)_ • 

由上面定理可知，当 *5 = {ai} U {a 2 } 时，有 F(ai,a 2 ) = F(ai)(a2), 因此 if 
在域 F 上一次添加有限个元素得到的扩域 F ( ai , a 2 , ■■- , a m ), 可以由 F 添加一个 
元素得到 F { ai ), 然后继续添加得到 F { a u a 2 ) = F(a x )(a 2 ), 经有限次这样的添加 
而得到 F ( ai , a 2 , • • • , am)- 

5 域扩张的次数 

设 K / F 是域扩张，则 if 是丨 上的向量空间，因此可以用向量空间的维数来 
讨论域扩张的性质. 

定义 6.1.5 设 K/F 是域扩张，则 F 上的向量空间 if 的维数称为域扩张 
K/F 的次数，记为 [K •• F ]. 

例 6.1.4 对于复数域 C 和实数域 R , C/R 是域扩张，由于 R 上的向量空间 
C 的维数是2,因此 C/R 的次数为 2. 

明显地，下面结论成立. 

性质 6.1.2 设 K 是 F 的扩域，则 ㈨ : F ] = 1当且仅当 K = F . 

定义 6.1.6 设 K/F 是域扩张，若 [if : _ F ] < oo , 则 X 称为 F 的有限扩域或 
有限扩张 （ finite’extension field of F ). 

例 6.1.5 设丑 = Q(v/2), 则有理数域 Q 上的向量空间孖有基 {1, V 2 }, 因此 
有[丑 ： Q] = 2 .若尺 = 丑⑽) = Q(V2,\/3), 则域 H 上的向量空间 if 有基 {1, W }， 
因此有 [ K ： H } = 2,并且有理数域 Q 上的向量空间有基{1， W，W，V6}, 所以 
[K : Q] = 4. 

6 域扩张的次数公式 

一般地，有下面的结论成立.这是在域论的主要定理之一，起着与群论中的 
Lagrange 定理相似的作用. 
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定理 6.1.4 设 i 是 F 的扩域， K 良 L 的扩域，则 if 是 F 的有限扩域当且 
仅当 i 是 F 的有限扩域，且尺是 i 的有限扩域.此时有 [ K : F } = [ K : L][L : F ]. 

证明设 n =[允：巧，则 if 中任何 n + 1个元素在上线性相关，从而在 i 
上也是线性相关的，故[瓦： i ] < oo . 同理可证 [L : P ] < oo . 

反过来，若[凡 ： Lj < oo 且 [L : F ] < oo . 取 L 上的向量空间 K 中的基 
ui , u 2 , • - - , u s 及 F 上的向量空间 i 的基 vi , V 2, - ■ - , 对任何 a G 有 

S 

CX —- 〉: CiUi , Ci e L ， 二 1 , 2,’_.，5 
i=l 

及 

m 

c i = ^ ^ € P ， 《 = 1 ，2, …*， *5; j = 1，2, . ■ • ， 77 Z - 

i=i 

于是有 a = 中任何元素可由集合 

i=l j=l 

S = {uiVj\i = 1,2, ， .. , s; j. = 1 ， 2, . ■ ■ ,m} 

线性表示. 

若 

s m s I m \ 

^ : djjUjVj = I 〉二 a ij v j I = 0, Qij € p 1 , 

i=l j=l i=l 乂 )=1 ) 

由于 Ui , U 2, … ，乜 s 是 K / F 的基，因而 

m 

〉: Vj == 0 ； i ~~ 1 ， 2 ， _. • , s. 

因此对所有的 i 与 j , 有 aij ^ Q . 于是 *5 在 F 上是线性无关的，从而5是 F 上的 
向量空间 X 的基，所以 [if : P 卜屢. ■ 

由上面定理容易知道，设 K 是 F 的有限扩域，则 F 在火上的任意扩域五一 
定是有限扩域，并且[五._列一定是 [if •• F ] 的因子，由此也可知道下面推论成立 • 

推论 6.1.2 设 K / F 是域扩张，且 [K : F ] 是素数，则 f 与尺 之间再无其他 
的中间域. 

例 6.1.6 对于复数域 C 和实数域 R，[C : R ] 是素数 2 , 因此 C 与 R 之间再 
无其他的中间域. 
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例 6.1.7 对于实数域 R 和有理数域 Q, 试证明 R 是 Q 的无限扩域. 

证明反证法.假设 [R : Q] 有限，则由实数妁在 Q 上是多项式 f - 3 的 
根，容易验证 

[R : Q] = [R: Q(\/3)][Q(>/3) : Q] = [K:Q(V3)]n, 

故任意的 n 都整除 [R : Q], 但这与 [R : Q] 有限矛盾，从而 [R : Q] —定是无穷，所 
以 R 是 Q 的无限扩域. ■ 


6.2 代数扩张 

若 K / F 是域扩张 ， a 6圮则 F 的单扩张为 

F(a) = 这里 /， S e F [: cl, 且咖 ）# o}. 

因此单扩张 F ( a ) 的结构和代数性质与所添加的元素 a 的性质有关，所以 a 与厂 
之间的关系对研究单扩张 F ( a ) 的代数性质有着重要的意义. 

1代数元和超越元 

定义 6.2.1 设 K / F 是域扩张，若 a 满足 F 上的一个代数方程 

clq 4- cticx + d 2 <^ + ‘ . _ + a n ot n = 0, 

这里 ％ 不全为零，则 a 称为 F 上的代数元 （algebraic element) ■若 a 不是 F 上的 
代数元，则 a 称为 F 上的超越元 （transcendental element). 

定义 6.2.2 有理数域 Q 上的代数元称为代数数 （algebraic number), 有理数 
域 Q 上的超越元称为超越数 (transcendental number). 

性质 6.2.1 域 F 中的元素都是 F 上的代 数元. 

证明 对任意 aeF , 只需取/ ㈤ = x - a , 则容易知道 a 是 F 上的代数元 • ■ 

例 6.2.1 1 + V 2 是代数方程 （re 一 I ) 2 - 2 = 0的根，故1 + W 是代数数. 

例 6.2.2 1873 年 Hermite 证明了 e = 2.71828182845904 ••- 是超越数， 1882 

年 Lindemann 证明了圆周率 Jt 是超越数. 
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判断一个数是不是超越数是一件很不容易的事， Gelfond 和 Schneider 在 1934 
年独立地证明了 Gelfond-Schneider 定理：若 a 和 /3 都是代数数， a ^ 0,1 并且 /3 
不是有理数，则 W —定是超越数，从而解决了 Hilbert 第七问题. 

思考题 6.2.1 若 a 为 F 上的超越元，则域扩张 F { a )/ F 的次数有可能是有 
限吗？ 

不可能.原因见下面的例子. 

例 6.2.3 设 a 为 F 上的超越元，试证明单扩域是 F 的无限扩域. 

证明 反证法•设 a 是域 F 的超越元，假设 F ( a ) 是 F 的 n 次扩域，则 F { a ) 
中任意 n + 1 个元一定是线性相关的，因此 1 ， a , a 2 ,---, a n 线性相关，故存在不全 
为零的兀素 bo,bi,b2, ■■- , b n , 使得 


办 0 + b\(y. 62 a 2 + ■ • ■ + b n a n = 0 . 

从而 a 是多项式 

b 0 + bix + b 2 x 2 + …+ b n x n = 0 

的根，故 a 是 F 的代数元，但这与 a 是域 P 的超越元矛盾.所以，由反证法原理 
可知单扩域巧…是 F 的无限扩域._ 

2极小多项式 


定义 6.2.3 设 K / F 是域扩张 , a G K 是 F 上的代数元，则有一个次数最低的 
首一多项式 f { x ) G F [ a ;], 使得 /( a ) = 0,这个 f ( x ) 称为 a 的极小多项式 （minimal 
polynomial ). 

例 6.2.4 设 K 是有理数域的扩域，则的极小多项式是 a: 2 - 3. 

3 极小多项式的性质 

极小多项式是不是唯一的？它有哪些重要性质呢？下面定理给出了回答. 

定理 6.2.1 设 K/F 是域扩张， a € K . 若 a 是 F 上的代数元，其板小多项 
式是/(工)，则 

(1) f ( x ) 是不可约多 项式； 

(2) 若 9(4 G F [ x ], 使得 g(a) = 0, 则 /(x) 整除 g ( x )-, 
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(3) a 的极小多项式是唯一确定的； 

(4) [ F ( a ) : F ] = deg (/). 

证明 （1) 若 /(; r ) = p (; r )/ i ( a :)， 则 deg (^) < deg (/) 且 deg ( A ) < deg (/). 不妨 
设 5 ⑷和 & ⑷都是首一多项式.由 /( a ) = g ( a ) h ( a ) 可知， g ( a ;) = 0或 h ( o ；) = 0, 
但这与 / Oc ) 是 a 的极小多项式矛盾，所以 / On ) 是不可约多项式. 

(2) 不妨设 〆 a ) 不是零多项式.由带余除法，有 

g ( x ) = f ( x ) h ( x )+ r ( x ), 

并且 deg ( r ) < deg (/) .故 

g ( a ) = f ( a ) h ( a ) 4- r ( a ) = r ( a ) = 0. 

由 / ⑷是 a 的极小多项式可知， r (; r ) = 0,所以/ ㈤ 整除 g ( x ). 

⑶设咖）也是 a 的极小多项式，则/⑻整除咖)，并且5 ㈤ 整除/⑷，由 
于极小多项式都是首一的，故/( X )等于 g ( x ), 所以 a 的极小多项式是唯一确定的. 

⑷若 a 是 F 上的代数元,/ ㈦ 是 a 的极小多项式 ， n = deg (/), 则不难验证 
1, a , a 2 , …， a "- 1 为 P ⑷在 F 的基,所以 [ F ⑷： 巧= deg (/). ■ 

4域的代数扩张 

定义 6.2.4 设 K / F 是域扩张，若 K 中任何元素都是 P 上的代数元，则称 
K/F 为代数扩张 （algebraic extension ). 

例 6.2.5 由于4是有理数域 Q 上的代数数，故 Q (%/^) 是 Q 的代数扩张 • 

定理 6.2.2 设 K / F 是有限扩张，则 K 中任何元素都是 F 上的代数元. 

证明设[欠：巧 = n , 则对任意的 aeK , l , a , a 2 , ■■- , a n 是线性相关的，因 
而存在不全为零的 ao , ai , a 2, ■■- , o，n G F , 使得 

ao + oi « + fl2a 2 -I - 1- a n a n = 0. 

所以 a 是 F 上的代数元. ■ 

由此可见，若 K/F 是有限扩张，则 K/F 一定是代数扩张. 

思考题 6.2.2 如果 K / F 是代数扩张，那么 K/F 一定是有限护张吗？ 
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不一定，如在有理数域 Q 上添加所有方程# 一 2 = 0(7 i = 2,3,…）的全体复 
数根所得到的扩域是代数扩张，但不是有限扩张. 

定理 6.2.3 域扩张 丑 / F 是有限扩张当且仅当它是有限生成的代数扩张. 

证明若 E / F 是有限生成的代数扩张，则存在代数元 ai , Q ：2,... , a n G 五，使 
得 E = F ( ai , a 2, - - - , a n )- 记五 i = F ( ai , «2, • ■ • , a t ), 则对 i > 1, 段中的元是 Ei -\ 
上的代数元，故 

[Ei : Ej_i] < oo, 

从而 

[E : F] = [E n : £ n _i] - - - [£^2 : Ei][E\ : F] < oo. 

所以域扩张 E / F 是有限扩张. 

若 E / F 是有限扩张 ，则五 中任何元素都是 F 上的代数元，故 E / F 是代数扩 
张.令汍，决，_ •. ，久是域 f 的向量空间 e 的一组基，则£ = m m 所 
以 E / F 是有限生成的代数扩张. ■ 

Bmndis 在1965年证明了若 F 是无限域,则对 P 的任意真 扩张尽 商群 E */ F * 
不是有限生成的，这里和 F * 分别是 E 和 F 的乘法群①. 

5 代数扩张的传递性 

容易知道，若 E / F 和 LIE 都是有限扩张，则 Z / F 是有限扩张，因此可以考虑 
下面问题. 

思考题 6.2.3 若五 / F 和 L/E 都是代数扩张，则 L/F 是代数扩张吗？ 

设 K 是扩张 E / F 的中间域 ， ex G E 是 F 上的代数元，根据代数元定义，存在 
系数在 P 中的非零多项式 f ( x ), ^ f ( a ) = 0.既然 K 包含严 /( a :) 也是一个系数 
在 K 中的非零多项式,所以 a 也是冗上的代数元.代数扩张具有如下的传递性 • 

定理 6.2.4 设 E/F 和 L/E 都是代数扩张，则 L/F 是代数扩张. 

证明对任意的 a e L , 由于 a 是五上的代数元，故存在极小多项式/0)，使 
得 /(«) = 0 _ 

① Brandis A. Uber die multiplikative Struktur von Korpererweiterungen. Math. Z. ， 1965, 87 ： 
71-73. 
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极小多项式 /( aO 是首1多项式，故可以设 

f ( x ) = b 0 + b\x + b 2 x 2 + …+ bn - ix 71-1 + x n , 

其中 bo , bi , b 2, ■■- , b n -i e E . 

由 , b n - i 都是 F 上的代数元可知， F ( b 0 , b u b 2r -- h ) 是 F 的 
有限扩张. 

由于 f ( a ) = 0 , a 是 F ( bo , h , b 2 , …， 6 „_!) 上的代数元，故 

[ F ( bo , b \, 62 ,…， b n -\, a ) : F ( 6o , 6i , 62 ,…， & n - i )] < 00 . 

由 [ F ^ bi , 62 , ■ • • , K - i ) ： F ]< oo 和域扩张的次数公式可知 
[ F ( b 0 , bi , b 2 ,--- , K - i , a ) : F ] < 00 , 

所以， a 是 F 上的代数元. ■ 

6代数闭域 


Steinitz 引进了代数闭域，在1910年证明了对任意域 F ， 都存在唯一的代数扩 
张 K 是代数闭域. 

定义 6.2.5 设欠 是一个域，若尺上的每个非常数的多项式在允上有根，则 

称/ ^ 是一个代数闭域 (algebraically closed field ). 

由于多项式# - 2在有理数域 Q 上没有根，故有理数域 Q 不是一个代数闭 
域.多项式 P + 1在实数域 R 上没有根，因此有实数域 R 也不是一个代数闭域. 

例 6.2.6 由代数基本定理可知，任何一个复系数多项式都至少有一个复数 

根，因此复数全体 C 是一个代数闭域. 

下面给出代数闭域的一些性质. 

定理 6.2.5 设 K 是一个域，则下列命题等价： 

(1) K 是代数 闭域； 

(2) K 上的任意一个非常数的多项式 f { x ) 都有一次 因子； 

(3) K 上的任意一个非常数的多项式/(岣都可以分解成一次因子的乘积，即 
f ( x ) = a(x — ai)(x — 02 ) • • ■ (x — a n ) 对叫 e 兄，但 ％■不一定互不 相同. 
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证明⑴^⑵若是代数闭域，非常数的多项式 /( a ：) G 耵州，贝 1 J / ㈦ 在 K 
有根 a , 因此 T _ a 是 / Or ) 的一次因子. 

(2) ^(3) 非常数的多项式/⑷ e 幻此则/⑷在 K 有一次因子 CC — ai ， 因此 
f(x) = (x - 町)仍(；1：)，若51 ( Z ) 的次数大于1,则 gi (； E ) 在 iif 也有一次因子 X - a 2 , 
使得 gi ( x ) - ( x - a 2 ) g2 ( x ), 因此 /( IE ) - ( x - oi)(x - a 2 ) ff2 ( x ). 从而容易知道 /( a ；) 
可以分解成一次因子的乘积. 

(3) ^(1) 这是明显的. ■ 

思考题 6.2.4 代数闭域是否可能是有限域？ 

不可能.若域 F 是有限域，并且只有 g 个元素，则 g 次多项式 /㈤ = n aeF (x- 
a ) + 1在 F 上没有根，因此 F 不是代数闭域，所以代数闭域一定是无限域. 

Shipman 在 2007 年证明了若域 F 上的每个素数次多项式在 F 上有根，则 F 
一定是代数闭域①. 


6.3 Galois 域和分裂域 

有理数域、实数域等常见的域含有无限多个元素，: p 为素数时，域 z p 只含有限 
个元素.有限域指的是元素个数有限的域，有限域的结构比较容易掌握，它有许多 
独特的性质,有限域在组合数学、有限几何、编码理论中有很多应用 .1830 年， Galois 
发表了一篇重要的论文论数论 (Sur la Theorie des Nombres ). Galois 采用域扩张的 
方法，构造出所有可能的有限域.证明每个有限域的元素个数必为某个素数 P 方幂 
p ", 并且对每个素数幂本质上只有一个 p n 个元的有 限域. 因此,后来就将有限 
域称为 Galois 

1 Galois 域的定义 

定义 6.3.1 元素个数有限的域称为有限域或 Galois 域. 

例 6.3.1 当 p 为素数时， Z p 为 Galois 域，它的特征为 p . 

容易知道可除环不一定是域，如四元数可除环就是最简单的非交换可除环，但 
它不是域. Wedderburn 在1905年证明了任意有限可除环一■定是可交换环，因此有 

① Shipman J. Improving the fundamental theorem of algebra. Math. Intelligencer, 2007, 29(4): 
9-14. 
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限可除环一定是域. 

2 Galois 域的元素个数 

定理 6.3.1 设有限域尸的特征为 p , F 的素子域为凡 ， [F :凡]= n , 则有限 

域 F 中元素个数为 P ' 

证明 由于有限域 F 的特征为 p , 故含有素 子域凡 @ Z p ， 故|凡| = p .由 
P 是 F q 上的向量空间和: F 0 ] = «可知， P 中每个元素都可以唯一地表示为 

aiU\ 4- Q 2^2 + ■ ■. + a n u ni 

其中 ai,a 2 , ••- ,a„ e F 0 , ui,u 2 , ■■ - ,u n 是 _P 在 _F 0 的一组基，由于每个叫可以取 
凡中 P 个不同的元素，同时 U U U 2 ，.. - , u n 线性无关，所以 P 含有 p n 个不同的元 
素. ■ 

3 多项式的分裂域的定义 

在有理数域 Q 上，多项式/(4 = x 2 + l 不能分解为一次因子的乘积，但可以 
找到 Q 的一个代数扩域 Q ( i ), 使得在 Q ⑴上 /(or) ^ x 2 + l 可以分解为一次因子 
的乘积，因此考虑下面的问题是很自然的. 

思考题 6.3.1 对于给定的域 _P 和卩 ㈣ 中的多项式 /( a ;), 是不是一定存在 F 
的扩域尤,使得/(4在 K [ x \ 中能够分解成一次因式的乘积呢？ 

定义 6.3.2 设 F 为域, f [ x ) 为 F 上的首1多项式，五为 F 的扩域，若 

(1) 五= (22， . - ’ 1 ®n); 

(2) f(x) = (x- ai)(x — a 2 ) … （Z ― a n ). 


则 E 1 称为/ ㈤ 在 _ F 上的分裂域 (splitting field ) 或根城 (root field ). 


分裂的意思是指 /( x ) 能在这个域中分解成一次因子的乘积.对于给定的/(4 e 
F [ x ], 它的根 ai , a 2 ,--- , a n 都是 F 上代数元，把它们加到域 F 上，就可得到 F 的 
有限添加代数元扩域五= F ( ai ， a 2 ，…， a „) ，它是 F 的有限扩域,容易知道域五就 
是/(岣在 F 上的分裂域，因此，有时候也将分裂域称为根域. 

例 6.3.2 Q (4) 为 /( x ) = ; r 2 — 2在 Q 的分裂域- 
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4 多项式的分裂域的存在性和唯一性 

定理 6.3.2 (Kronecker 定理）设 F 为域，/⑷是 F[x] 中的一个不是常数的 
多项式，则一定存在 F 的一个扩域 K ， 包含 f ( x ) 的一个根. 

证明 （1) 若多项式/(岣的次数为1，只需取欠=兄则 /( a ) 在 K 上有一 
个根. 

(2) 若多项式 /( Z ) 的次数大于1,由于多项式环是唯一分解整环，故存在 
不可约多项式 p { x ), 使得 /( a ;) = p { x ) g ( x ). 

(3) 下面的证明主要是构造 P 的一个扩域，使得 p ( aO 在该扩域上有一个根 • 

① 用0?(2：))记 p (; c ) 生成的理想，由于 p (； r ) 是不可约多项式,故商环 F { x \ l { p ( x )) 
是一个域. 

② 容易验证映射 

>P-F ^ F[x]/{p{x)) t 

A a ) = a + (^(^)) 

是 到 F[x]/(p(x)) 的子域 F' ^ {a + ( p ( x))|a € F} 的同构 ■ 

③ 由 p 可诱导出到 F '[ x ) 的一个同构沪 

Tp \ F[x\ — > F' [x], 

lf(a n x n + a n -ix n ^ x H - 1- a\x + a 0 ) 

= (p{a n )x n + (p(a n -i)x n ~ 1 + • • • + tp{ai)x + (p(a 0 ). 

此时，将 lp ( f ( x )) 记为 7 ( x ). 

④ 设 p(x) 的形式为 

p(x) = x n + an-ix 71-1 + • ■ • + aix + a 0 (这里叫 € F). 

则 

P ( x ) =(14- (jp{x)))x n + ( a„_i + ( p ( a ;))) x ™ _1 
+ • • • + (a ： + (p{x)))x + (a 0 + (p(x))). 

令 a = a ; + ( p ( a ;))， 贝 lj a e F[x]/(p{x)). 下面证明 a 是尹 ( x ) 的根. 
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将 a = a : + ( p ( x )) 代入上面 p ( a :) 的表达式，得 

P ( a ) = (1 + 0㈤ ))(z + { p ( x))) n + ( a„_i + ( p ( x)))(x + ⑺⑷))™ - 1 
+ • ■ • + (ai + ( p ( x )))( a : + bO ))) + ( a 0 + ( p { x ))) 

=(1 + ( p ( x )))( x n + ( p ( x ))) + ( a n _i + 00 )))( 2：" _1 + ( p ( x ))) 

+ -■ + (〜 + (p(x)))(a; + {p(x))) + (a 0 + (p(a;))) 

= { x n + ( p { x ))) + ( a ^ ix 71 - 1 + { p ( x ))) + • •• + { aix + ( p ( x ))) + ( a 0 + ip ( x ))) 

= x n + a n ^ ix n ~ l - h aix + ao 4- ( p ( x )) 

= p { x ) + ( p ( x )) = { p ( x )). 

由于 ( p ( a ;)) =0 + ( p ( a :)) 是 F [ x ]/{ p ( x )) 的零元，故由 p ( a ) - 0 可知 , o ; 为 p ⑻ 
在 F [ x \/{ p { x )) 的根. 

⑤由于域 F 与域 P 是同构的,故一般将它们看做是一样的，因而 F [ x }/( p ( x )) 
可看做 F 的扩域，并且 p (； r ) 在该扩域上有一个根,所以/ ㈤ 在该扩域上有一个根. 

例 6.3.3 在实数域 R 上，/ ㈤= P + 1在 R 上没有根，由于: r 2 + 1是不可 
约多项式，因此 iC = K [ x ]/( f ( x )) 可以看做是 R 的域扩张，并且对于 i = x +(/( x )), 
有 — 

7( x ) = (1 + { f { x ))) x 2 + (1 + (/(X))). 

故 

7( i ) = (1 + (/ ⑷ ))( 怎 + (/ ⑷ )) 2 + (1 + (/ ㈤ )） 

= ( x 2 + ( f ( x ))) + (1 + (/( x ))) 

= I + x 2 + ( f ( x )) = ( f ( x )) = 0. 

因此多项式 z 2 + 1 在扩域 iC 上有根. 

Kronecker 定理是域论中最基本的结果之一.利用上面定理，可以证明对 F 上 
任意的多项式 / Or ), / Or ) 在 F 上的分裂域一定存在 • 

定理 6.3.3 设 F 为域， /⑻ e F [ x ], /㈤ 在 F 上的分裂域 £； 一定存在. 

证明 依 f ( x ) 的次数 n , 用数学归纳法来证明. 

( 1 ) 当 n = 1 时 ，若 deg ( f ) = 1 ，取五=，则五就是/ ㈤ 在 F 上的分裂域. 

( 2 ) 假设对于 deg (/) < n 时，结论成立. 
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(3) 下面证明 deg (/) = n 时,结论成立 • 


若 / Or ) 在 F 上是可约多项式，则存在次数小于 n 的多项式 Wz ) 和 h(x), ^ 
得 f(x) =g{x)h(x). 

由归纳假设知，存 在 〆 ； r ) 在 F 上的分 裂域五 包含 〆 re ) 的所有根勿, a 2 , ….， 
a m . 将看做…， a m ) 上的多项式， h ( a ;) 是次数小于 n 的多项式，故 
存在 /I ⑷在 F ( ai , a 2 , ■■■ ,a m ) 上的分裂域五，五包含 / i (; r ) 的所有根.从而五含有 
fix ) 的所有根，所 以五是 / Or ) 在 F 上的分裂域. 

若 f ( x ) 在 F 上是不可约多项式，由 Kronecker 定理，存在 F 的扩域圹使得 
K 含有/ ㈤ 的一个根汉于是在幻*]中，/ ㈦ = ( x - !3) u { x ). 

由于的次数为小于 n , 由归纳假设可知，一定存在欠上的分裂 域尽含 
有 U ( x ) 的所有根， 从而 E 也含有/ ㈤ 的所有根，所 以五是 / ㈤ 在 F 上的分裂 
域. ■ 

对于有限域的分裂域,有下面的结论成立. 

定理 6.3.4 设有限域 F 的特征为 p , F 的素子域为 _ F 0 , F 含有 p n 个元素， 

则 F 是多项式: r / — z 在凡的分裂域. 

证明由于 = F \{0} 对于乘法是一个 〆 1 - 1阶的群，故对任意的 a € F*, 
有 a 35 "- 1 -1 = 0,所以对任意的 a E F, 都有 - a = 0,因而若用 a x ,a 2 , ■■- , a p n 
来表示 F 的元，则在 F 中，有 

x p — 尤 = (;r — ai)(x — d2) … — a p n). 

故 F 0 [x] 中的多项式在 F 中有 p n 个不同的根 _ 因此 F = F 0 (ai,a 2 ,- -，，)， 
所以 F 是多项式 - ; r 在 Fo 的分裂域. ■ 

若 F 是有限域，则 F 的元素个数一定是某个素数 p 的幂，那反过来呢？ 

思考题 6.3.2 对任意的素数 p 的幂 p ", 是否一定存在有限域，它的元素个数 

为 V n l 

是的. Galois 证明了若 p 是素数， n 是正整数,则存在恰好有 p " 个元素的域. 

定理 6.3.5 若 p 是素数， neZ , n ^ l , 则多项式： r p " -; r 在 Z p 的分裂域是 
一个恰好有 p n 个元素的域. 

证明 （1) 先证明多项式，-: c 有扩个不同的根. 
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^ oi , a 2 , •■- , a p n f ( x ) — x pn -x 的根，由于 Z p 的特征为 p ， 故 f ( x ) = -x 
的导数为 f ( x ) = p ^- 1 - 1 = -1， 于是 （/ ㈤ ,/ ㈤ ） = 1，因此 〆 — rr 没有重 
根，因而 /(: c) =〆 - 2 ；有 2/* 个不同的根. 

(2) 下面证明 /&) 的根构成一个加法群. 

若 04 ，£ 12 是/ ㈤ 的根，则 

(fll — a ， 2) P — (ai — ct2) = af — 0,2 — Ol — G2 — 0. 

故耐- a 2 是/ ㈤ 的根，因此/⑷的根构成一个加法群. 

(3) 再证明 /(： c ) 的根构成一个乘法群. 

若 (^,(12 是/ ㈤ 的根，则 

( aia 2 ) pH - ( aia 2 ) = 0. 

因此 CtlCl 2 都是/ ㈤ 的根. 

另夕卜，若 a 是/⑷的非零根，则 〆 * = a ，故 

(o- 1 )^ - a" 1 - (a^)- 1 - a -1 =0. 

因此 a - 1 是/⑷的根，从而/ ㈤ 的根构成一个乘法群. 

(4) 由⑶和 （3) 可知，/⑷的根全体 { ai , a 2 , ••- , a p u } 是一个域. 

(5) 由于对任意都有 〆 —a = 故 Z p g { ai ， a 2 , …， tv }_ 由分裂域 
的定义可知， { ai ， 02,…， a p "} 是 a： pn - x 在 Z p 上的分裂域，并且恰好有个兀素 
的域. ■ 

同阶有限群或环不一定同构，但元素一样多的有限域却是同构的.或者说，有 
限域的性质是由其所含元素的个数唯一决定. 

命题 6.3.1 同样多个元素的城一定是同构的. 

证明若域 E 和 F 的元素个数相等，则由于有限域的特征一定是某个素数 
P , 元素个数必为某个素数 p 的幂，故不妨记为 〆 *，则五和 P 的素子域都与 Z p 同 
构，并且五和都是它们的素子域上多项式的分裂域，所以 五和 i 7 是同 

构的. ■ 
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5 Galois 域是其素子域的单扩域 

Galois 域有一个重要的性质，即 Galois 域 F 是其素子域£的单扩域.为证明 
该结论，先看看有限交换群的一个结论. 

引理 6.3.1 若 G 为有限交换群， m 为 G 中元素的阶的最大者，则 m 能被 G 
的每个元素的阶整除. 

证明 反证法.假设 G 中元素6的阶为 n ， 但 n 不能整除 m ， 则存在素数 p ， 

满足 

m = mip s , n = nip* , s <t, (p, mi) = 1 . 

设 G 中元素 a 的阶为 m ， 取 


a\ = aP ; b\ = b ni , 

则 M 的阶为 h 的阶为〆，并且 bSrrH) = 1，由于 G 是交换群，故別匕的阶 
为 m lP \ 并且 rrup* > m, 但这与 m 为 G 中元素的阶的最大者矛盾，所以由反证法 
原理可知, m 能被 G 的每个元素的阶整除 .■ 

有限域中有两个交换群,一个是域的加法群,一个是所有非零元构成的乘法群. 
有限域 F 的乘法群 F* = F\{0} 实际上是循环群_由上面引理可以得到 Galois 域 
的一个重要刻画. 

定理 6.3.6 Galois 域是其素子域的单扩域. 

证明 （1) 设 Galois 域 F 的阶为 p' 风为它的素子域，则 F* = F\{0} 对乘 
法是一个阶为沪 - 1的交换群. 

(2) 下面证明 F* 是 a 生成的循环群. 

若 a 为 F * 中阶最大的元素， a 的阶为 m， 则由上面引理可知，对于 F* 的任 
意元素&， m 能被&的阶整除，故一定有 W = 1，因此 F * 中每个元素都是; - 1 
的根.因而， - 1至少有 p n - 1个根，故多项式; c m - 1的次数至少是 p" - 1,即 
m 彡 p n - 1 . 由于的阶为 p n -l,a^J F* 中的元素,故由 Lagrange 定理可知 m 
整除 |F*|, 因而 m - 1,故 m = p n - 1，因而是 a 生成的循环群. 

(3) 由 a e £ F 和凡 g 尸可知， F 0 (a) C F, 即域尸包含它的素子域 F 0 添 
加 a 得到的单扩域 F 0 (a). 另外，由于 F* =< a >, F - F* U {0}, 故 F £凡 (a). 所 
以， Galois 域是其素 子域凡 的单扩域 F 0 (a). M 
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例 6.3.4 试作出含8个和32个元素的域. 

证明 多项式 a ; 8 - : r 在 Z 2 的分裂域 E 含 8 个元素，多项式 cc 32 - z 在 Z 2 的 
分裂域 P 含32个元素 .■ 

例 6.3.5 试证明没有含200个元素的域. 

证明 因为200 = 2 3 . 5 2 ,它不是某个素数的幂，所以没有恰好含200个元素 
的域. ■ 

6正规扩域 

f ( x ) 的分裂域与/ ㈤ 的系数所在的域 F 有关，多项式的分裂域具有某种正 
规性. 

定义 6.3.3 设 E 是 F 的代数护域，如果£满足以下条件： F [ x ] 中的任一不 
可約多项式 f { x ), 或者在£中无根，或者每个根都在 五中， 则称 E AF 的正规扩 
域或正规扩张 (normal extension ). 

容易知道，由于不可约多项式/(4 = : r 2 - 2 在 Q ( v / 2) 中有根,并且/ ㈤ 的根都 
在 Q ( W ) 中，故容易证明 Q ( W ) 是 Q 的正规扩张.由于不可约多项式/⑷= x 3 -2 
在 Q (^2) 中有根，但/ ㈤ 的根有的不在 Q (於）中，故 Q ( v / 2) 不是 Q 的 正规扩 
张.对于正规扩张,可以证明下面的结论成立. 

定理 6.3.7 (1) 设五是 F 的扩张，则 E 是 F 的正规扩张的充要条件为五 

是 F [; r ] 的一族多项式的分裂域. 

(2) 设五是 F 的有限扩张，则五是 F 的正规扩张的充要条件为五是的 
某个多项式/(4的分裂域- 

7圆规和直尺作图 

用圆规和直尺作图是中学几何的内容之一，下面来研究尺规作图问题_并证明 
几何三大问题不可能用圆规和直尺作出. 

尺规作图所使用的直尺不带刻度，过两点可以画一条直线.圆规两脚可以任意 
张开，以一点为圆心，以定长为半径可以画圆截取定长.所谓尺规作图，就是在平面 
上给定一些初等几何图形，点、线、圆，利用这些图形，来作一些满足特定要求的几 
何图形，但在作图的过程中，只能用圆规和直尺.一个几何图形可以用平面上的有 
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限个点来代表. 

定义 6.3.4 实数 a 称为可用尺规作出的，若它 
可以从整数坐标点出发，通过有限次的圆规直尺作图 
构作出来. 


明显地, a 可用尺规作出等价于长为 | a | 的直线可 
用尺规作出.先看看下面的几个用尺规作图的例子. 

例 6.3.6 若 a 是可用尺规作出的，试用尺规作 
出 ■ y / S . 


解如果 a 是可用尺规作出的，则用尺规可以作出左下图，容易知道三角形 

ABD 和三角形 BCD 是相似的，则：^ ==，故 i = &因此: r 2 = a ，从而^ 

BD DC x a 

是可用尺规作出的. ■ 

例 6.3.7 若 a 和可用尺规作出的，试用尺规作出 

解如果 a 和&是可用尺规作出的，则用尺规可以作出右下图，容易知道三 

角形 ABC 和三角形 ADE 是相似的，则= $，故 | ^因此 a ; =吨从而 

AD Ah 0 x 

ab 是可用尺规作出的. 




按上面例子的方法，整数显然是可用尺规作出的，不难知道下列结论 成立： 

(1) 每个有理数均是可用尺规作 出的； 

(2) 如果 a > 0是可用尺规作出的，则 v/S 也是可用尺规作 出的； 

(3) 如果 a 和 fe 是可用尺规作出的，则 a 土 6,以和# 0) 都是可用尺规作 
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出的，全体可用尺规作出的实数构成实数域的一个子域，并且它包含有理数域. 
思考题 6.3.3 若实数 a 可用尺规作 出 ，则 a 具有什么特点呢？ 

容易理解，若实数 a 可用尺规作出，则 a —定是下面三种情况 之一： 

( 1 ) a 为两条直线的交点，因此它是两个直线方程的公共解. 

f aix + biy = ci, 

[ a 2 x + b 2 y — ci . 

(2) a 为一条直线和一个圆的交点，因此它是直线方程与圆方程的公共解. 

{ aix + hy = ci , 

x 2 + y 2 + a^x + b2y + c 2 = 0. 

(3) a 为两个圆的交点，因此它是两个圆方程的公共解. 

{ X 2 + y 2 + a\x + biy + q = 0， 
x 2 + y 2 + a 2 x + b 2 y + c 2 = 0. 

将 （3) 中的两个方程相减可知， a 可看做一条直线和一个圆的交点，因此只需 
考虑如下方程. 

*■ J y = kx + b , 

\ x 2 + y 2 + a 2 x + b 2 y 4- c 2 = 0. 

M V = kx + b 代入 x 2 + y 2 + a < i,x + b^y + C2 = 0 后，得到 d2X 2 + dix + do = 0, 
因而关于尺规作图，可以进一步证明下面定理成立. 

定理 6.3.8 若实数 a 可用尺规作出，则 a 必是有理数域 Q 上的代数元，并 
且其极小多项式的次数等于 2 的幂 • 

下面来讨论几个著名的作图问题，在这几个问题中只需己知两个点 . Wantzel 
在1837年证明不能用尺规三等分任意一个角和不能用尺规将立方体的体积倍增①. 

例 6.3.8 试证明不能用尺规三等分任意一个角. 

证明 明显地，只需证明60。角不可能用尺规三等分就可以了- 

① Wantzel P L. Recherches sur les moyens de reconnaitre si un probleme de Geometrie peut 
se resoudre avec la regie et le compass. Journal de Mathematiques Pures et Appliquees, 1837, 1(2): 
366-372. 
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反证法.假设60。角可以用尺规三等分，则20。角可以用尺规作出，因而 cos 20° 
也可以用尺规作出.由三倍角公式 

cos 60。= 4 cos 3 20。 — 3 cos 20° 

可知 ， a = cos 20°是方程 4x 3 -3x-^=0 的根. 容易验证 x 3 - 誉 ; r 一昼= 0无有理 
根，故多项式 o 1 

/0) = x 3 --X-- 

是 Q 上的不可约多项式，而 /( z ) 是一个三次多项式，于是 / Or ) 是 a 的极小多项 
式，它的次数等于 3. 与定理 6.3.8 矛盾，由反证法原理可知60°角不可能用尺规三 
等分. ■ 

例 6.3.9 试证明不能用尺规将立方体的体积倍增. 

证明 要作出正方体使的它的体积是已知正方体的2倍，如果设已知正方体 
边长为1，则所求的立方体的体积为2,因此所求的立方体的边长为於.由于於 
是 d - 2 = 0的根，并且在/⑷ = P - 2上 Q 不可约，故妁在 Q 上的极小多项 
式为 f(x) = x 3 -2, 它的次数等于3,不是2的幕,所以它不能用尺规作出. ■ 


Lindemann 在1882年证明了： t 是超越数，从而用 
尺规作出一个正方形使它的面积等于一个已知圆的面 
积是不可能的. 

例 6.3.10 试证明不能用尺规作出一个正方形使 
它的面积等于一个已知圆的面积. 

证明 设已知圆的半径为1，则要作出面积等于 n 
的正方形，因此所求的正方形的边长为 v ^， 但是一 
个超越数，由于任一代数数的平方还是代数数 ，故^ 也是超越数，所以它不能用 
尺规作出._ 
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对一元一次方程 ax + b = 0及一元二次方程 ax 2 + bx + c ^ 0,它们都可以用 

根式 求解： ^_ 

b —b ± \ Zb 2 — 4 ac 

X = —, X =- . 

a 2 a 

对于一元三次方程及一元四次方程,也可以用根式求解.对于一个一元 n 次方 
程 a n x n + a n - ix n ~ l + • • ■ + a x x + a 0 = 0,根据代数基本定理，根总是存在的，但是 
否有根式解呢？所谓根式解，就是经过有限次的加、减、乘、除和开方运算，把一个 
一元 n 次方程的根求出来.人们原以为对五次及五次以上方程也可以用根式求解， 
但经过长达几百年的努力，这种努力都归于失败.挪威数学家 Abel 在1824年证明 
了一般五次方程根式解的不可能性 .1830 年前后，法国数学家 Galois 借助于由他创 
立的群的理论彻底地解决了这个问题， Galois 的工作非常漂亮地解决了一元 n 次 
方程的求根问题. 

1 Galois 群 

一个域到自身的同构称为自同构，由于群的自同构必把单位元变为单位元，故 
域的自同构必把（五, +) 的单位元0 变为0, 的单位元1 变为 1. E 的自同构 
全体关于变换复合构成群， 称为 E 的自同构群，记为 Aut 五. 

定义 6.4.1 若五是 F 的扩域，则自同构集合 

Gal (£^/ F ) = { a\a e Aut E , a ( a ) = a 对任意 a £ F 成立 } 


是 Aut E 的子群，称为 E/F 的 Galois 群. 


如下图所示， Galois 群 Gal (£；/ F ) 保持 F 中的元素不变. 
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例 6.4.1 对域扩张 C / R , 这里 R , C 分别为实数域和复数域,试求 Gal ( C / R ). 
证明 任取 a G Gal ( C / R ) ; 则对任意实数 a , 都有 < r ⑷= a . 

设 cr ( i ) = a + 6 i ， a , b 6 R , 贝 ! J 

cr ( i 2 ) = (a + bi ) 2 = a 2 — b 2 - 2 abi 

由于 a (—1) = —1, 故 a 2 — b 2 = —1, 2 a 6 = 0, 由此得 a 二 0,6 = 土1 .故 

a -( i ) = i 或 cr ( i ) = — i . 

因此， Gal ( C / R ) 是一个 2 阶循环群. ■ 

例 6.4.2 设 Q(V3, Vb ) 为有理数 Q 上的扩张，试求 Gal(Q(y% v^)/Q). 

解容易知道，对于 Q ( V 3, V ^)/ Q 的 Galois 群中的元素 t ， 都有 

t(v^) 2 = t(3) = 3 ， 
r ( v ^5) 2 = r (5) = 5. 

因此一定有 t ( V 3 ) = 士 W 和 r (^5)= ± V 5. 

故 Gal ( Q ( v ^，4)/ Q ) 中的同构只能是下面几种： 

r : \^3 — \/3, V5 VE, 


a : V 3 I — ^ \/3, V 5 I — ^ — a /5 


和 

/i = rtr : \/3 I— ^ — \/3, \/5 — >/5. 

因此 fj, t ,( jL 构成的 Galois 群为 Gal(Q(v / 3, v / 5)/Q) = {e, cr,T ; ^}, 并且有下面的 
群表. 



e 

a 

r 


e 

e 

a 

T 


(j 

cr 

e 


T 

T 

r 

弘 

e 

cr 


M 

T 

(T 

e 


所以， Gal(Q(^3, ^)/Q) 与 Z 2 ㊉ Z 2 同构._ 
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定义 6.4.2 设 F 是任一域， f ( x ) 6 F [ x ], /㈤ 在 F 上的分裂域是五，则称 
Gal (五 / P 1 ) 为/⑷在 F 上的 Galois 群，并记为 G /. 

例 6.4.3 设/ ㈤ = : r 3 + a ; + T 为 Z 2 上的多项式，试求/的 Galois 群. 

解 设 a 为 f(x) 的一个根，则 a ， a 2 , a 2 + a 是/ ㈤ 两两不同的根.由/(0) = T 
和 /( T ) = T 可知 a 《 Z 2 , 并且 /( x ) 在 Z 2 上是不可约的，因此 | G /| = [ Z 2 ( a ) : Z 2 ]= 
3, 因为 S 3 的三阶子群是 A 3 , 所以 G / = A 3 . ■ 

2 Galois 群的性质 

由某个多项式 / Or ) 确定的 Galois 群有一个重要的性质. 

性质 6.4.1 设 F 是任一域， f ( x ) e F [ sl ， 五为 /( a ;) 在 F 上的分裂域， G / 为 
f { x ) 在 F 上的 Galois 群，则任意 aeG f 都将 /( x ) 的根映为 f ( x ) 的根. 

证明设 

f ( x ) = ao + aix H - h a n x n . 

任取/⑷的一个根 a , a S 丑 ，且 

ClO + did + . ■.十 CL n O, n = 0. 

任取 a G G / ，由于 c 是域的自同构，且不改变/⑷所有的系数，故 

ao + oi < r ( a ) + …+ a n a ( a) n = 0. 

从而 cr ( a ) 也是/ ㈤ 的根. ■ 

定义 6.4.3 设丑是 Aut E 的一个子群，令 Fix ( H ) = {b € E \ a ( b ) = b 对所 
有 cr e 丑}，贝 ij Fix ( iJ ) 是 E / F 的一个中间域，称为孖的固定子域 （fixed field ). 

例 6.4.4 设 Q ( v ^， v ^) 有理数 Q 上的扩张，容易知道 Q ( v ^, v ^)/ Q 的 
Galois 群中有同构 

a : \/3 > —Vs, VE I— » V5- 

若 H = { e ，( r }， 则丑是 Aut Q(V < 3, V5) 的一个子群，并且丑的固定子域 
Fix ( ff ) = Q(\/5). ■ 

不难证明，下面结论成立. 

性质 6.4.2 itK u K 2 AE/F 的中间域 ，私 则 Q ^\{ E / K {)^ Gb 1 { E / K 2 ). 
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性质 6.4.3 设 H U H 2 先 Gai { E / F ) 的子群，历 £ 丑 2 , 则 Fix ( i /0 2 Fix ( H 2 ). 
性质 6.4.4 对 E / F 的任意中间域尺都有 K g Fm { Gal { E / K )). 

性质 6.4.5 对 Gal(E/F) 的任意子群都有 F g Gal (五 / Fix (丑 )). 

3 Galois 群的阶 

对于多项式的 Galois 群来说，群 Gal(E/F) 的阶恰巧就是扩域的次数 [五： 

定理 6.4.1 设 f{x) £ 在 F 上的分裂域是五，则 

\Gal{E/F)\ = [E ： F] 

定义 6.4.4 设 E / F 是一个有限扩张，若 [£： : F ] = | Gal ( S / F )|, 则称 五 / F 为 
Galois 扩张. 

例 6.4.5 试证明扩张 Q (於) / Q 不是 Galois 扩张. 

证明设 a e Gal ( Q (^2)/ Q ), a = a (^2). 由于（於 ) 3 = 2,故 
a 3 = a {\/2) 3 = < r ((^2) 3 ) - cr (2) -2. 

但於是 Q (於 ） C R 中唯一满足这个条件的数，因此 a =於，从而 CT 是恒等映 
射，因而 | Gal ( Q (^2)/ Q )| = M [ Q (^2) : Q ], 所以扩张 Q [矜 ] /Q 不是 Galois 扩 

张._ 

定理 6.4.2 有限域的任何一个有限扩张是 Galois 扩张，且 Galois 群是一个 
循环群. 

证明设 _F = 是含 g 个元素的有限域，是 F 的一个 n 次有限扩张，则 
五令 

cp I E ~^ E , Q, I ~~^ , 

则 p e Gal (£/ 巧且 p 生成 Gal (五/尸）的《阶循环子群. 

因此 | Gal (£：/ F )| = n=[E:F], 所以 E/F ^ Galois 扩张，并且 Gal{E/F) ^ 
一个 n 阶循环群. ■ 

设 P 是域，/ ㈦ 是中的非常数多项式，若/(4是不可约的，并且 /( or ) 在 
F 的任意一个扩域中都没有重根，则称/ ㈤ 是可分的 ( separable ). 可以证明，下面 
结论成立. 
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定理 6.4.3 有限 扩张五 /F 是 Galois 扩张的充要条件为 E 是系数在 f 的某 
个可分多项式的分裂域. 

Galois 基本定理 指出： 在域的 Galois 扩张的所有中间域和该域的 Galois 群的 
子群之间存在一一对应，这样就可将域的扩张的问题转化为群论的问题来考虑. 

定理 6.4.4 (Galois 理 论基本定理） 若 E 是 F 的有限维 Galois 扩张，则在该 
扩张的全部中间域所构成砟集合与 Galois 群 Gal (£/ F ) 的全部子群所构成的集合 
之间存在一一对应，并且 

(1) 两个中间域的相对维数等于对应子群的相对指数.特别地， IGal ^/^)! = 

[五 : n 

(2) F 在每个中间域 K 上都是 Galois 扩张，另外，五在 K 上是 Galois 护张的 
充要条件是对应的子群 Ga \{ E / K ) A Ga \{ E / F ) 的正规子群，并且此时， 


Gal (五 / F)/Gal (五/兀）与 Gal ( K / F ) 同构. 


若私，於是 E / F 的中间域，心 [ 冗 2 ,则定理中的相对维数是指维数[於： 
K x ]. 对于 Galois 的丑!，丑 2 是 Gal (丑 / F ) 的子群，丑 i G 丑 2 ,则将指数[丑 2 :丑 i ] 称 
为丑 2 和坧的相对维数. 

Galois 基本定理是 Galois 理论的核心，很多人都给出了不同的证明方法，如 
DeMeyer ①等. 

4 n 次多项式的 Galois 群 

思考题 6.4.1 什么样的 n 次多项式，它的 Galois 群刚好是 n 次对称群^ 
呢？ 

下面来看看一般代数方程 

f ( x ) = a n x n + a n - ix n ~ 1 -I - h a^x + a 0 . 

这里 CL n , a n —\, - - - , ai , Oo 不是固定的数，而是取任意变兀. 

既然系数是变元，那么一般代数可写作 

f ( x ) = x n - a ^- 1 + ■■■ + (― 1) 一 Vi ， “ + ■■• + (一 l ) v „. 

① DeMeyer F. Another proof of the fundamental theorem of Galois theory. Amer. Math. 
Monthly, 1968, 75; 720-724. 
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设 xi , x 2 , …，: r n 是 / ㈤ 的 n 个根，则由 f { x ) ~ ( x - xi)(x - x 2 ) • • ■ (x - x n ) 可知 

CTl = X! -\ - hx n , 

( 7*2 = . ① 2 十 *^ 1^3 + ■ . . + Xfi — iXji , 

^n 怎 1X2 . • * x n . 

容易知道 <71, CT 2 , ■■- ,a n 为初等对称多项式，并且/⑷可以看做域 Q (< T 1; ( T 2, ■■■ ,<y n ) 
上的多项式，可以证明下面结论成立. 

定理 6.4.5 n 次一般多项式的 Galois 群与对称群的同构. 

当 n 彡5时 ，& 不是可解群，因此次数髙于4的一般多项式的 Galois 群不是 
可解群. 

思考题 6.4.2 能用根式求解的方程的求根公式有些什么特点呢？ 

例 6.4.6 f { x ) = x 2 + x - l 可用根式求解 z 因此只要在有理数 

域 Q 上添加一个就可得到 Q 的扩域 Q ( V 5), Q ( V 5) 包含了 : r 2 + Z - 1 = 0的 
所有根，此时，显地有 [ Q (^) : Q ] = 2. 

一般地，二次一般多项式 /( a :) = x 2 - bx+c 可看成 f = QO , c ) 上的多项式•只 
要将# = y / W ^ Tc 添加到 F 上得到 F 的扩域尸(#)，贝 ! J F ( VD ) 中包含了 /( rc ) 

的所有根 z = b ^ R . 所以对于二次多项式 f { x ), 一定存在一个扩域 F (^ D )/ F , 

使得 F (/ D ) 包含 /( a ；) 的所有根. 

5 n 次多项式的根式求解 

代数方程能否用根式求解可用根塔是否存在来刻画. 

定义 6.4.5 设 f { x ) 是某一首项系数为 1 的多项式，系数都属于城 旱 称 
/( a ;) = 0 在 F 上可用根式求解，如果存在 P 1 的某个扩域仄满足以下条件： 

(1) K 包含了 f ( x ) 在 F 上的分裂域 五； 

(2) 扩城 K / F 有如下根塔 

^ = -Fi C F 2 C • • ■ C F r C F r+ i = K. 
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其中每个 F i+1 = Fi ( di ), ^ = ai GFi,i = , r . 此时，单扩张 F i+1 = F ^) 

称为根式扩张. 

容易知道，上面的定义与/(4 = 0的根可以通过有限次的加、减、乘、除和开 
方得到是等价的. 

定理 6.4.6 设 F 为域， F [ x ] 中多项式 f ( x ) 在 F 上的 Galois 群为 G /， 则 
f ( x ) = 0可用根式求解的充要条件为 G / 是可解群. 

n 次一元多项式 /( a ：) 的 Galois 群为 G f 在几》5 时不是可解群，因此下面结 
论成立,该结果是 Abel 在19岁时证明的. 

定理 6.4.7 高于四次的一般代数方程不可能用根式求解. 

不过,对于特殊的代数方程，如(^-1) 6 = 0等是可以用根式求解的.那么什么 
样的特殊代数方程可以用根式求解呢？ Galois 解决了这个问题.另外，下面的漂亮 
结果也属于 Galois . 

定理 6.4.8 设 / Or ) 是有理系数的素数 5) 次不可约多项式，若/(4有 
且仅有一对共辍非实根，则代数方程 f { x ) = 0不能用根式求解. 

例 6.4.7 设/ ㈤ = ; r 5 — 4 a ; + 2,则/ ㈤ 的图形如右下图， /( a ;) 有且仅有3 
个实根，因此 /( aO 仅有一对共辄非实根，所以/⑷不能用根式求解. 

不过一般五次方程没有根式解并不等于它 
没有解，只是它的解不能表为根式及简单的代 
数运算 . 19世纪50年代， Hermite , Kronecker 和 
Brioschi 利用椭圆模函数分别得出一般五次方 
程的解析解. Klein 和 Gordan 还讨论过更高次 
方程的解. 

Liouville 证明了一■般的 Riccati 方程不可能 
用积分法积分 ® ，在 Liouville 之后，微分方程的 
一个重要方向就是类似 Abel 和 Galois 的方法，将群论和方程的可积性理论相联系. 
Picard 和 Vessiot 建立了微分 Galois 理论,将群的可解性与方程的可积性密切联系 
起来.由于线性常微分方程的解空间是有限维向量空间，故方程的任意显式的解可 
用方程的任意一组显式的基础解线性表示，从而可由方程系数所在的基本微分域通 

① George Neville Watson. A treatise on the theory of Bessel functions, 2nd ed. Cambridge: 
Cambridge Univ Press, 1944: 111 一 123. 
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过有限次添加基础解中的特解，使基本域扩张为方程的分裂域，并引入分裂域上的 
微分自同构概念，建立起微分方程的微分 Galois 群. 

习题六_ 


6.1 试求出 Q ( V 3 + ^/ Q 的中间域. 

6.2 试求出 Q ( ji ). 

6.3 设 K / F 为域的扩张,若 [K : F ] 为素数，试证明 if = F ( a ), 这里 a 是 K 
中任意不属于 F 的元. 

6.4 试求出 a = + 4 在 Q ( W ) 上的极小多项式. 

6.5 试求出 a = cos g + isin $在 Q 上的极小多项式. 

6.6 设 a 是 P 上的代数元，并且它的极小多项式为 9 (: r ), 若/(4是 F 上的 
多项式，并且/ ㈣ = 0,试 证明 〆 4 一定是/ ㈤ 的因子. 

6.7 设 F 是一个域， a 是 F 上的一个代数元，若 [ F ( a ) ： F ) = 5 ,试证明 
F ( a 2 ) = F ( a ). 

6.8 设 /㈤ = x s + 2 x + lG Z 3 [ x ], 试证明在域 Z 3 [ x ]/(/0 r )) 中，/⑷一定 

擁. 

6.9 试求多项式 /⑷= (P + 1)( x 2 -2) 在有理数域 Q 上的分裂域. 

6.10 若 p 为素数，试求多项式 : cP - 1在 Z p 上的分裂域 • 

6.11 试求^ + 力在 Q 上的极小多项式. 

6.12 设 a = ~ 1+ 9 ^,若 F = Q ( a ), 试证明 F ⑽ /F 是 Galois 扩张. 

6.13 试求多项式 P - 2在 Q 上的分裂域丑,并求 [ E ： Q ]. 

6.14 若/ ㈤ = a ; 3 十 x 2 + T 是 Z 2 的多项式，试求/⑷在 F 上的 Galois 群. 

6.15 求 Z 3 上多项式 x 4 + 2 的分裂域五和 Galois 群 Gal ( E / Z 3 ). 

6.16 若 p 为素数， a 是 Z p 上多项式/ ㈤ = x p — x 的根，试证明 Z p ⑷是 
Z p 的正规扩张. 
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6.17 求 Galois 群 Gal ( Q (^2)/ Q ). 

6.18 若 a 和 b 可用尺规作出，试用尺规作出 I 

0 

6.19 试证明多项式 /&) = 2护 - 5 x 4 + 5不能用根式求解. 

6.20 试证明方程: r 7 — 8# +3 x 2 = 0 不能用根式求解. 

6.21 试证明方程: c 5 -9 a ; + 3 = 0不能用根式求解. 

6.22 对于每个整数 n >5, 有理数域 Q 上一定有某个 n 次方程 f ( x ), 它最少 
有一个根不能用根式求解. 


诺特 （ E . Noether ) 1882年3月23日生于德国 Erlangen , 1900年入 Erlangen 
大学，1907年在数学家 Paul Gordan 指导下获博士学位.诺特的工作在代数拓扑 
学、代数数论、代数几何的发展中有重要影响. 1907-1919 年，她主要研究代数不变 
式及微分不变式.她在博士论文中给出三元四次型的不变式的完全组.还解决了有 
理函数域的有限有理基的存在问题.对有限群的不变式具有有限基给出一个构造性 
证明.她不用消去法而用直接微分法生成微分不变式，在格丁根大学的就职论文中， 
讨论连续群 （ Lie 群）下不变式问题，给出诺特定理，把对称性、不变性和物理的守 
恒律联系在 一起. 19 2 0-19 2 7年间她主要研究交换代数与交换算术.1916年后，她 
开始由古典代数学向抽象代数学 过渡. 1920年，她已引入“左模”、“右模”的概念. 
1921年写出的《整环的理想理论》是交换代数发展的里程碑.建立了交换诺特环理 
论,证明了准素分解定理.1926年发表 《代 数数域及代数函数域的理想理论的抽象 
构造》，给 Dedekind 环一个公理刻画，指出素理想因子唯一分解定理的充分必要条 
件.诺特的这套理论也就是现代数学中的“环”和“理想”的系统理论，一般认为抽 
象代数形式的时间就是1926年，从此代数学研究对象从研究代数方程根的计算与 
分布，进入到研究数字、文字和吏一般元素的代数运算规律和各种代数结构，完成 
了古典代数到抽象代数的本质的转变.诺特当之无愧地被人们誉为抽象代数的奠基 
人之一. 1^7-1935 年，诺特研究非交换代数与非交换算术.她把表示理论、理想理 
论及模理论统一在所谓“超复系”即代数的基础上.后又引进交叉积的概念并用决 
定有限维伽罗瓦扩张的布饶 尔群. 最后导致代数的主定理的证明，代数数域上的中 
心可除代数是循环代数. 
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学习指导 k 

本章重点 

1. 域扩张的次数 定理： 设 L 是 F 的有限扩域， K 是 i 的有限扩域，则: 
F ] = [ K : L][L : F ]. 


2. 对域 F 上任意次数大于零的多项式 f ( x ), f ( x ) 的分裂域不仅存在，而且在 
同构下是唯一的. 

3. 若实数 a 可用尺规作出，则 a 必是有理数域 Q 上的代数元，并且其极小多 
项式的次数等于2的幂. 

4. 设 P 是任一域 ，/⑻ e i ^]， E 为/ ㈤ 在 F 上的分裂域， G / 为/0)在 P 
上的 Galois 群，则任意 cr S Gf 都将 /( x ) 的根映为/ ㈤ 的根. 

5. 设 F 为域，中多项式/ ㈦ 在 F 上的 Galois 群为 G / ，则/⑷= 0可 
用根式求解的充要条件为 G / 是可解群. 


6. 高于四次的一般代数方程不可能用根式求解. 

释疑解难 

1. 素域定义及其特征. 

没有真子域的域称为素域.由于域的特征不是素数就是 oo , 故素域的特征也是 
素数或者 oo . 从而在同构意义下，素域只有两类：一类是模 P (素数）剩余类域 z p ， 
特征为 p ， 另一类是有理数域 Q, 特征为 oo. 

2. 域同素子域的关系. 

任何域 F 都包含且只包含一个素子域.当域的特征为 p (素数）时，域 P 包含 
的素子域与 Zp 同构，当域的特征为 oo 时，域 P 包含的素子域与有理数域 Q 同构. 

3. 特征为 oo 的素域没有真子域，但它可能会有很多真的子环.这是由于整数 
环 Z 是有理数域 Q 的子环，但 Z 有无限多个互不同构的子环，特征为 oo 的素域 
都包含一个与 Z 同构的子环，故特征为 oo 的素域一定有无穷多个子环.不过特征 
为 P 的有限域 . Z p 只有平凡子环. 
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4. 极小多项式的 性质: 


(1) a 在域 F 上的极小多项式 /(>；) 在 F 上一定是不可约的. 

(2) 若多项 式 〆 ; r ) G 9( a ) = 0, /($) 为 a 在域 i 71 上的极小多项式，则 

f{x)\g{x). 

5. a 在域 F 上极小多项式是 n 次的，则 F 的单扩张 F ( a ) 有如下的 结构： 

F ( a ) = { a n a n + a ra _ia n_1 + …十 c^a +'ao|ai € F }, 

并且 Ma ) 是 F 上的 n 维向量空间. 

6. 域 F 的超越元是不存在极小多项式的，这是由于它不是 F 中任何非零多项 
式的根. 

7. 如何判断一个元素是否为一个域上的代数元或超越元是一个相当困难的 
问题. 


8.若为环，则 F [ a ] 为包含 P 和《的最小的环.容易验证 




{ Y ^ a ^ n 为某个正整数, 

V i=C\ 


di G = 1 ， 2 ,， 



(1) 设 E / F 是域扩张 ， a G E , 若 a 是 F 上的超越元，则环 F [ a ] 与多项式环 
F [ x ] 同构，并且域 F 的单扩张 F { a ) 与多项式环的分式域同构. 

(2) 设 E / F 是域扩张 ， a 6 £,若 a 是 F 上的代数元,则环 F [ a ] —定是域，因 
而 i ^ a ] 就是扩域 F ( a ). 

9, 多项式/(4在不同域上的分裂域， 

多项式 /(:?:) 在不同域上的分裂域可能相同，也可能不相同.如 a ; 1 2 - 2在有理 
数域 Q 上的分裂域与在 Q ( x /2) 上的分裂域是相同的，都是 Q (^2). 

10, 有限域子域的个数. 

由于有限域 F 的阶一定是某个素数 p 的次幂扩，故 F 的子域的 
并且 m 整除 n . 因此 n 的正因数个数就是 F 的子域的个数. 

11, 若 P 是域，则 Galois 群 G &\{ F / F ) 只含恒等同构一个元素.另外 
含有恒等同构和共轭同构两个元素. 
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12. 方程的 Galois 群的计算，没有普遍性的方法. 

13. 高于四次的一般代数方程没有根式解并不等于它没有解，只是它的解不能 
表为根式及简单的代数运算. 

解题技巧 

1. 构造泸阶有限域的方法 • 

对于给定的素数 P 和一个正整数 n ， 在域 Z p 上取定一个 rt 次不可约多项式 
f { x ), 则域 Z p 上的多项式环 Z p [ x ] 的商环 Z p [ x ]/( f ( x )) 就是一个扩阶的有限域. 

2. 设域五为域 F 的扩张，掌握求 Galois 群 Gal ( E / F ) 的方法.主要是要分析 
同构 a 在保持 F 的元素不变时，将形如扩域 F ( a ,( 3 ) 映为 F { a ,( 3 ) 时， a 可将 a 和 
P 映为哪些元素，从而确定 Galois 群的阶和结构. 
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知识点联系图 


域的扩张 Galois 群 





有限域是其素子域的单扩张 







第 7 章群论在微分方程中的应用 

大数学家，如阿基米德、牛顿和高斯，他们始终都是将理论与应用平等地结合 
成一个整体_ 

Klein (1849—1925, 德国数学家) 

Abel 用群论的思想证明了五次和五次以上的多项式方程的解一般不可能用根 
式表达， Galois 给出了判断具体多项式的根可以用根式表达的条件， Liouville 证明 
了一般的 Riccati 方程不可能用初等积分法求其通解丄 ie 建立了 Lie 群理论，证明 
了对于给定的一阶常微分方程，如果能找到一个该方程所接受的非平凡 Lie 群，则 
该方程的解就可用积分形式表出 .Picard 和 Vessiot 提出了微分 Galois 理论，对线 
性微分方程建立了相应的微分 Galois 群，证明了 n 次线性复系数方程一般不能用 
初等积分法求解,从而将群的可解性与方程的可积性联系起来.在这里，将用最简 
单的方法,介绍一下利用微分方程的不变群，将常微分方程的求解问题转化为积分 
的方法. 


7.1 微分方程的不变群 

1变换群 

定义 7.1.1 设是实数构成的 n 维向量空间，即 . ，杯 )| 而 6 
R }, 若 G 中的任一元素丨都可确定 R " 上的一个变换 — 则称群 G 为 
作用于 R n 上的一个变换群 （transformation group ). 

对于任意 e R ' 将; r 的像记为糾.不难看出， G 中的单位元确定了 R " 上 
的恒等变换,0的逆元厂 1 确定的变换是变换 S 的逆变换. 

例 7.1.1 R 2 上的旋转变换群是 G = { 卯 |0 < 0 < 2 兀}，对 0 的加法（对加取 
模）所成之群,它在 R 2 上的作用规定为 

ge ( xi , x 2 ) = ( yi , y2 ), 
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yi = x \ cos 8 — X2 sin 
V 2 = xx sin 0 + X2 cos 9. 

在研究变换群时，最重要的是它的不变量. 

定义 7.1.2 设 f : R " — R 是一个实值函数，并具有任意阶的导数，若 

F { gx ) = F { x ) 

对任意的 a ： S R ™ 和 g € G 成立，则称 jF 为变换群 G 的一个不变量 ( invariant ). 

例 7.1.2 对 R 2 上的变换群 

G : R 2 -> R 2 ， 

{ xi , Xi ) — > ( Axi , Ax 2 ), A > 0. 

巧 = t 和朽 = 都是它的不变量. 

X 2 x( -hx^ 

例 7.1.3 对 R 2 上的旋转变换群 G,F = x \ + xl 是它的一个不变量，实际上， 
若/是任意阶可导的函数，则 f { x \ + xl ) 都是 G 的不变量. 

例 7.1.4 对 R 2 上的平移群 G : 

G ： R 2 ^ R 2 ， 

( xi , X 2 ) — > {xi + C£, X2 + e ), 

这里 c 为任意给定的常数 〆 是群 G 的参数，则 F = XI -CX 2 是它的一个不变量， 
实际上，若/是任意阶可导的函数，则/(以 - 吻）都是 G 的不变量，并且可以证 
明 G 的不变量一定具有形式 /( a：i — cx 2 ) - 

思考题 7.1.1 M 是群 G 的不变集是指对任意 X e M 和任意 9 e G , 有 
gxeM . 若 F 是任意阶可导的函数 ，M = { a :| F (: c ) = 0} 是群 G 的不变集，则 F 是 
G 的不变量呜？ 

不一定.如 G : R 2 —>■ R 2 , { xi , x 2 ) ( Aa ：!, Ax 2 ), 入 > 0,容易知道 

M = {{ xi , x 2 )\ F ( xi , x 2 ) = 0}, 这里 F ( xi , x 2 ) = X1X2 


是群 G 的不变集，但 F { x \, X 2 ) = x \ x 2 不是 G 的不变量. 
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不过,若在上面的例子中，要求对于任意 c, M c = {(x 1 ,x 2 )\F{x 1 ,x 2 ) = c} 都是 
群 G 的不变集的话，则 F 就一定是 G 的不变量. 

性质 7.1.1 设 G 是变换群， F 是任意阶可导的函数，若对任意 c , M c = 
{ x \ F { x ) = c } 都是群 G 的不变集，则 F —定是 G 的不变量. 

2不变群 

定义 7.1.3 设 G 是 R 2 上的一个变换群，若它使微分方程 F = 0 的解变为 
F ^ O 的解，即当 F (: c ， u ) = 0时，必有 

F (g(^， u )) = 0 

对任意的 g & G 都成立，则称 G 为微分方程 F = 0 的一个不变群. 

对于最简单的一阶常微分方程^ = / Or )， 它的解是 u = J f ( x ) dx , 若取 G 为 
变换群 G : x ^ c , c 为任意常数，则容易验证变换群 G 将方程的一个解 

映为方程的另一个解，因此变换群 G 是微分方程^ = / Or ) 的一个不变群. 

例 7.1.5 —阶常微分方程 

du 

— ~: — u 

ax 

有不变群. 

证明设《=是上面方程的任一解，则对于 变换： 

V - (X ， u) 4 (y, v), 

y = x + s, 

V = u. 

故 

di ; du dx 

—— = - = v. 

dy dx dy 

所以〃 = t ;( y ) 还是方程的解. 

实际上，由于方程的解为 u = ce ' 容易知道幻= ce ^- £ = c ie y 还是方 
dx 

程的解. 
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例 7.1.6 一阶常微分方程 


, du 


(u — x)- — \- u x = 0 
dx 

有不变旋转群. 

证明设 u = 是上面方程的任一解，则对于任一旋转: 

0 : (x,u) (y,v), 

y = x cos 8 — usinO^ 
v = xsind -ucosO. 


故 

因此 

从而 


dv 

dy 


x = y cos 6 + vsinO, 
u = —y sin 0 r cos0. 


〆 du \ / dv 、 

sin 0 -H — cos 6 ( cos 0 + sin 0 

、 dx J \ dy j 


(”— 以 ^ + 2/ — (( u ~ J ru-^x) j ^ cos 0 — ^ sin0) = 0. 
所以… 还是方程的解，即旋转群是该微分方程的不变群. 

例 7.1.7 二阶常微分方程 


d 2 u 


2up. 

ax 


不难验证 
和 

都是方程的不变群. 


dx 2 

G\ :( 工 , u) (x + £, u) 
G<x : (x,u) —>■ (Ax, A _1 u) 


例 7.1.8 —阶常微分方程 


不难验证 

是方程的不变群. 


dii 2 2u 1 . _ 

—=xu - X f^\J. 

dx x x 6 


Gi : (x : u) —> (e £ x,e~ 2£ u) 
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7.2 一阶常微分方程的求解 


微分方程的不变群的一个应用就是一阶常微分方程的求解. 
对于一阶常微分方程 


du 

dx 


F(x,u). 


如果已知该方程的一个不变群 


G : R 2 — R 2 , 


它所对应的向量场为 V ，并且 V ( xo , u o )^0, 那么在 ( xo , n 0 ) 的附近可作坐标 变换: 


{x,u) ^ {y,w); 

y = 

W = C{x,u), 


使得在坐标系 （ y ，— 中，向量场 


y 


d_ 

dw 


因而，在坐标系中，方程不显含 w ， 且 y 为 G 的一个不变量，故原方程可 
化为 


du; 

dy 


H(y). 


解之，得 

w = j H(y)dy + c. 

因此，求解一阶常微分方程就转化为积分计算. 

从上面的分析过程可知，关键是如何寻找坐标变换，由 F ^可知 ， vM 
和 C(x, u) 应满足如下条件： 

V OW = 1) 

V oy = 0. 

设 F = C ( x , u )-^ 4- cp [ x ， u )~^， 则原方程可表示为 


.dw dw 


= i , 
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因而，求坐标变换就可转化为解上面的微分方程.在不变群比较简单的情形，就可 
以比较容易地找出它的不变量. 


由于一阶齐次常微分方程 


du 


有一个不变群 G 


G : ( x ^ u ) — > ( e s x , e £ u ), 


—(e £ x,e £ w )| e=0 = (x,u), 

故 G 对应的向量场 F = 明显地， G 有不变量 y = i 

ax du x 

再由 V ow = I , 即方程 x ^- + u ^- = 1 可解得 ，切 = Inx (或 w = lnu ), 因而 


w = lnx . 


du d ( xy ) dy dy dw 

d^ = ^r =y ^ x di =y+x ^'d^ 

以 ^ = 迚. 


dti ； x 


故原方程可化为 


所以可以求出方程的解为 


y+ ^ = F (办 


du? — 1 

dy F ( y ) - y ' 


w ^Jm^y dy + c - 


例 7.2,1 对于一阶齐次常微分方程 


du u 2 u 
dx x 2 x ? 
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有 F ( y ) = y 2 + y , 作坐标变换 


则原方程可化为 


w 


U 


V 


X 

w = In 

1 , 1 

+ c =- he . 

r y 


lnrr 




+ c . 


所以方程的解为 


u : 


lnx — c 


对于微分方程 




(x — u < f (^/ x 2 + ti 2 ))- - x — u^(V x 2 + u 2 ) = 0, 


容易验证旋转群是该方程的一个不变群. 


由于 


de 


(x cos 6 — usinO^xsind + ucos8)\q = q = (― u , x ), 


■ 


故 G 的向量场为 F = ~ u ^~ + ■，并且 G 有不变量 r = s / x 1 + u 2 . 

ox au 

再由 F 。0 = 1，即方程 - u ~ + x ^- = l 可解得，0 = arctan -, 因而可以利用 

ox au x 

坐标变换 

x = r cos 0, 
u = r sin 6 


则可将原方程化为 
解之，得 


(这里 r = \/ x 2 + u 2 ). 

d 8 _ < f { r ) 
dr r ， 


这里 c 为任意常数. 


d=J^dr + e, 




• 210 . 


第 7 章群论在微分方程中的应用 


例 7.2.2 对于一阶常微分方程# = 由于 f = 1，故它有解 

dec x — u 
9 = \nr + c . 

所以它的解为2 arctan — = ln ( x 2 + u 2 ) + C . 
x 


7.3 常微分方程的降阶 


面对一个二阶或更髙阶的微分方程，一般先降阶，因为一个低阶的方程更容易 
分析和求解.对高阶常微分方程，可以通过坐标变换降阶. 


二阶常微分方程 


d 2 w , s du . , , ^ 

- + «(,)-+6(^ = 0 


具有标度不变性,则有不变群 G 

G : ( x , u ) —5 - ( x , e £ - u ) 

(这里 e 为群的参数)， G 对应的向量场 


V = u 


d 

du ' 


因此可以作坐标变换 


则 


y = 冗， 
w = lnu : 

u = e' 

du dw , 
—— = — e 
da : dy 


故原方程可化为 

dw 
dy 

令 z = 竽 = i 兰，则原方程可化为 Riccati 方程 

ay u dy 


d 2 w 

dy 2 


d 2 w 


d 2 w ( ' 

dx 2 


卜 2 + l. 


dw 

\ 2 

+ ( 

,dy 

) +p(y) 


m 


dz 

dy 


+ 么 2 - hp ( y)z 4 - q ( y ) = 0. 





最后，顺便指出，群论在物理学和化学中也有很好的应用.最早的应用之一是 
在晶体结构研究方面，但这些并没有深奥的物理意义.更重要的是 Wigner 在20世 
纪20年代末期发展了群论与量子力学之间的联系.他最大的贡献是把群论应用于 
原子和原子核问题.由于对原子核与基本粒子的研究，特别是由于发现和应用基本 
对称性原理，1963年他与 Jenson 和 Mayer 一起获得诺贝尔物理奖.目前，群论已 
广泛应用于物理、化学、结晶学、生物等. 

习题七 

7.1 试证明变换 w + e，r 构成一个单参数变换群. 

工 + e 

7.2 对于微分方程 (1 - 2 x — In y ) y r + 2 y = 0,试求出 a 和/3,使得 


u = x -\- as , v = e^ € y 
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为变换群 , 并且保持方程的形式不变 . 

7.3 对于微分方程 （ar - y) 3 y f = 1, 试求出 a 和/?，使得 

u = x + as, v = y f3e 
为变换群，并且保持方程的形式不变 . 

~〜〜〜〜<>^〜〜〜〜〜 ro 〜〜〜 rw 〜〜〜〜〜〜〜〜〜〜 rvj 〜〜〜〜〜〜 

克罗内克 （ L . Kronecker )1823 年12月7日生于德国布雷斯劳附近的利格尼 
茨（现属波兰的莱格尼察)，1891年12月29日卒于柏林.他18«年入柏林大学， 
1845年获博士学位.1861年经库默尔推荐，成为柏林科学院正式成员，并以此身份 
在柏林大学授课.1868年当选为巴黎科学院通讯院士. 1880年任著名的《克雷尔杂 
志》的主编.1883年接替库默尔成为柏林大学教授，时年60岁.1884年成为伦敦 
皇家学会国外 成员. 克罗内克最主要的功绩在于努力统一数论、代数学和分析学的 
研究.他对代数和代数数论，特别是搁圆函数理论有突出贡献.克罗内克的数学观 
对后世有极大影响.他主张分析学应奠基于算术，而算术的基础是整数.他的名言 
是： “上帝创造了整数，其余都是人做的工作”，反映了其对当时的分析学持批判态 
度.他作为直觉主义的代表人物，还曾极力反对康托尔的集合论 • 

学习指导 ^ 

本章重点 

1. 单参数变换群. 

2. 微分方程用变换群求解和降阶的方法. 

释疑解难 

1. 变换群中的变换不限于线性交换. 

2. 在 R 2 上,给出变换 

Vi = f(x\,x 2 ,e), V 2 = g(x 1 ,x 2 ,e) {-oo <e < +oo). 


如果 （1) s = 0 表示恒等变换，即 
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xi = /( a ： i , X2 , 0 ), x 2 = g { xi , x 2 ,0). 

(2) - e 表示逆变换，即 

xi = = g ( yi , V2 ,- e ). 

(3) 两个变换的“乘积”仍为变换，若 

= f ( yuV2 , S ), z 2 = g ( yuV2 , S )- 

两个变换的“乘积”为 

Zi = f ( xi , x 2 ,e + 8), z 2 = g { xi , x 2 ,£ + 8). 

则容易知道这些变换构成一个群，称之为单参数变换群或 Lie 点变换群. 
3. 常见的单参数变换 群有： 

(1) 平移群 ： yi = a ； i , V 2 = x 2 + £■ 

(2) 尺度变换群 ： yi = e e xi , y 2 = e E x 2 . 

(3) 旋转群： yi = xi cose — 工 2 sine , 2/2 = X \ sine + X2 cose . 
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只要一门科学分支充满大量的问题，它就充满了生 命力. 缺少问题意味着死亡 
或独立发展的终止.正如人类的每种事业都为了达到某种最终目的一样，数学研究 
需要问题.问题的解决锻炼了研究者的力量，通过解决问题，他发现新方法及新观 
点并扩大他的眼界. 


Hilbert (1862—1943, 德国数学家) 


习题一 

1.2 设 G = {/ ⑴ I / W 为 [0,1] 的严格单调递增的连续函数，并且满足/(0)= 
0，/(1) = 1}，对于 /,g e G , 定义乘法 = 试证明 G 是一个群. 

证明取 i 作为单位元，容易验证 G 是一个群. 

1.4 设 G 是非交换群,试证明一定存在 a e G ， 使得 a 2 = e 不成立. 

证明反证法.假设对于任意的 a e G ， 都有 a 2 = e 成立，则 a - 1 = a . 故对 
任意的 a , 6 G G ， 有 ab = ( ab ) -1 = b - i ， 但 b ~ 1 a ~ 1 = ba , 因此 ab = ba 对任意的 
a,beG 都成立. 

1.6 若群 G 是有限群， o ,6 e G , 试证明 a 6 和 6 a 的阶是一 样的. 另外，此时 
a & c , 6 ca 和 caf ) 的阶是一样的吗？ 

证明若的阶是 n ， 则 ( ab) n = e . 由于 ( ba) n = a ~ 1 ( ab) n a = e , 因此 & a 的 
阶一定小于等于 n . 同样可以证明 a & 的阶一定小于等于 M 的阶，因而 to 的阶一 
定也是 n . 另外，由 abc = c ~ l ( cab)c = a ( bca ) a ^ 1 , 不难验证 abc , bca 和 cab 的阶是 
一样的. 

1.8 若 H 是交换群 G 中所有的有限阶的元素,试证明丑是 G 的一个子群 • 
如果 G 是非交换群,那么丑还是不是 G 的一个子群？ 


证明 若 H 是交换群 G 中所有的有限阶的元素，则由单位元 e 的阶是有限 
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阶 可知丑 不是空集.对于 a，b e H , 若 a , b 的阶分别为 m ， n , 则由 G 是交换群可 
知，的阶为 m ， n 的最小公倍数 [ m , n ], 因此 ab e 由于 a - 1 的阶与 a 的阶相 
同，故 a G 丑时，一定有 a - 1 e 所以丑是 G 的一个子群 • 


如果 G 是非交换群，那么 F 不一定是 G 的一个子群.如 G 为实数2阶满秩 
方阵全体在矩阵乘法下构成的群，对于 



都是 G 的2阶元，但 


ab = 



0 



(ab) n = 


1 2 n 
0 1 


故的阶是无限的，因此丑对于乘法不是封闭的，所以丑不是 G 的一个子群 • 
1.10 试证明任意一个群 G 都不可能是它的两个真子群 丑和 K 的并集. 


证明 反证法.假设丑和尺是群 G 的两个真子群，并且 G = if U 则一定 
a ^ H , b ^ K , 由 G = iJUif 可知，一定有 a e 尺,6 e 丑.由于 = 

故 e K 或肋 eif . 如果 ai » e 那么由 a e if 可得 a - 1 e K ， 因此 be K , 但这 
与前面的 b ^ K 矛盾.如果以 e 丑，那么由& e if 可得 e 丑，因此 a e 丑，但 
这也与前面的 a ^ H 矛盾.所以，由反证法原理可知群 G 不可能是它的两个真子 
群丑和 if 的并集 • 

1.12 试证明循环群 G = 〈 a > 的子群丑 一 定是循环群. 

证明 如果= { e }， 那么明显地，丑是循 环群. 若丑# { e }， 则由于丑非空， 
一定存在某个 k ^ O , 使得 a fc G 丑，因而 a -* £ if . 故总有某个正整数 fc / 0,使得 
a k G H •令 r 为所有 a fc G i ? 的 fc 中最小的正整数，则对于任意 a 1 E H , 1^1, 一定 
有 r 整除；，否则的话，必有小于 r 的正整数 s ， 使得 Z = fcr + s ， 从而 a s G 丑，但这 
与令 r 为所有 a k e H 中最小的正整数矛盾，所以丑一定是循环群丑=〈<0. 

1.14 设 G 是一个群, a ’ beG , 若 a 的阶为素数 p ， 并且 a 《〈&〉， 试证明 〈 a 〉 与 
( b ) 的交一定是 { e }. 

证明 若 c G ⑷ n ⑻，并且 c ^ e , 则存在正整数 1 < k < p , 使得 c = a fc . 
由于 〈 a 〉 是 P 阶循环群，故0是⑷的一个生成元.另外，由 a fc G ⑷ n 〈6〉可知 
( a k ) C (6), 因而根据 a £{ a ) = ( a k ), 有 a £〈6>，矛藤所以 （ a 〉 与⑻的交一定是 

W- 
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1.16 设 G 是所有有理数上的2 x 2满秩矩阵全体在矩阵的相乘的乘法下构 
成的非交换群,试找出阶为无限的 a 和阶为有限的使得心的阶是有限的. 

解 不难验证，对于 

' 1 1 " 
a = , 

0 1 


有 



n 



因此 a 的阶是无限的. 


取 b = 


• 1 -1 ■ 

，则 b 2 = 

'1 -1 " 

- 1 -1 ■ 

= 

' l 0" 

, 因此 b 的阶为 

0 -1 


0 —1 

0 -1 


0 1 



2. 并且 


ab = 


1 1 ' 


■ 1 -1 ■ 


0 1 


0 -1 



"1 -2 ■ 


• 1 

-2 ■ 


' 1 0 " 

0 一 1 
■ - 


0 

-1 


0 1 


所以， a 的阶为无限和6的阶为有限，并且以的阶是有限的 • 

1.18 试给出一个群 G ， 使得 G 可以写成它的3个真子群的并集. 


证明设 



则 G 在矩阵乘法下是一个群. 

明显地, G 有3个2阶子群 



并且 Gi = H \ U H2 U i ?3 - 
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1.20 若群 G 的阶是奇数，试证明对于任意的 aeG , 存在唯一的6 e G , 使得 

a = b 2 . 

证明对于任意的 a e G ， 由于 0 ( a )|| G |， 故 a 的阶一定是奇数，若 a 的阶为1， 
则明显地存在唯一单位元 eeG , 使得 a = e 2 . 若 o ( a ) = 2 fc + l，fc e 7 V ， 则 a 2fe+1 = e , 
从而 a = a~ 2k — ( a _ fe ) 2 , 令 6 = a -' 则 a = f » 2 . 

假设还存在 c S G ， 使得 a = c 2 , 贝 IJ c 的阶一定是奇数，故由 2 fc + 1 = 0 ( c 2 ) 可 
知。 ㈦ = 2 A ; + 1. 类似可证， o (6) = 2 fc + l , 因而 

a k = c 2k = c _1 , a k = b 2k = 6 _1 , 

所以由 b - 1 = c - 1 可得 & = c _ 

1.22 设 

/1234567、 /l 234567\ 

76 3 1 4 2」； CT2：= (6 4 1 5 2 3 7人 

(1) 求 af 1 , 1 的阶； 

(2) 求 ^ aicr ^ 1 . 

解 ⑴ 由于 ^ = (15)(27)(364), ^2 = (163)(245), 故 of 1 = (463)(72)(51) •由 
(463), (72) 和 （51) 是 2 循环可知， ar 1 的阶是 6_ 

(2) ^ 1(72 1 = (62)(47)(135). 

1.24 试给出&的一个正规子群. 

证明不难验证丑= { e , (12)(34), (13)(24), (1旬( 23 )}是&的一个正规子群. 
1.26 设丑和 尺分别是群 G 的 m 与 n 阶子群， 若 m 与 n 互素，试证明 

丑 = 

证明容易验证 e £ Hf ) K , 并且丑 n K 是群 if 的子群，也是群尺的子群. 
因此由 Lagrange 定理可知 

\ HnK \\ m , \ HnK \\ n . 

因而由 m 与 n 互素可得， | 丑 n 尺| = 1， 所以孖 nif = { e }. 
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1.28 设丑， K 是 G 的子群，并且孖是 G 的正规子群，试证明是 G 的 
子群. 

证明对于任意的 a e G ， 由于 H 是 G 的正规子群，则 aH =丑&故对任意 
的 hi , h 2 € H , k \, k 2 e K , 存在 h ’ 2 e H , 使得 kih 2 = h ' 2 ki . 因而有 

{ hik ^^ h ) = = 0 i /4)( fcifc 2) e HK . 

类似可证，对任意的 /n eH , k ! eK , 有 (/ ilfci )- 1 e HK , 所以 HK 是 G 的子群. 

1.30 设 n 是奇数， G 是阶为 2 rz 的有限 Abel 群，试证明 G 最多只有一个二 
阶子群. 

证明反 证法. 假设存在 a,b E G , H = { e , a},K = { e ，6} 是 G 两个不同 
的二阶子群.则由 G 是 Abel 群可知，丑 X = { e , a , b , ab } 是 G 的4阶子群，故由 
Lagrange 定理可知4 一定整除 | G |， 从而4整除 2 n ， 但这与 n 是奇数矛盾.所以由 
反证法原理可知 G 最多只有一个二阶子群. 


1.32 试证明单群的同态像是单群或单位元群. 


证明设 G 2 是单群 Gi 的同态像，则/ : G — G 2 的核 Ker (/) 是 Gi 的 
正规子群.由于 Gi 是单群，故 Ker (/) 为或单位 元群. 如果 Ker (/) = G u 
那么 { e } = Gi / Ker (/) ^ G 2 , 因此 G 2 是单位元群.如果 Ker (/) - { e }, 那么 
Gi = Gi / Ker (/) 兰 G 2 ，因此 G 2 是单群. 

1.34 设群 Q 和群 G 2 是阶分别为 m ， n(m > n ) 的循环群,试证明 n 整除 m 
的充要条件为存在/ : G — (? 2 为群到群 G 2 的满同态. 

证明设/ : Gi — G 2 是群 Gi 到群 G 2 的满同态，则由同态基本定理可知 
G 2 与 Gx / KeiU ) 同构.因此 Gr / KerC /) 与 G 2 的阶都是 n . 由 Lagrange 定理可知 
[Gi : Ker (/)]| Ker (/)| = | Gi |, 所以 n 整除 m . 

反过来，若打整除饥，设 Gi = 〈 a 〉 ，& =作〉，则定义/ : Gi 4 (? 2 为/ : a fc —>■ & fc ， 
不难验证设 f -. G x ^ G 2 是群 Q 到群 G 2 的满同态. 

1.36 设丑是群 G 的正规子群 ， [G : H ] = m , \ H \ = n , 并且 m ， n 是互素的， 
试证明 ff 是 G 唯一的阶为 n 的 子群. 

证明设 K 是 G 另一个阶为 n 的子群，则由于 i ? 是群 G 的正规于群，故 
HK 是群 G 包含允 的子群•记 | 丑欠/丑|为 fc , 则由 HKm G / H 的子群和 G/H 
的阶为 m 可知 fc 整除 m . 再根据 HK/H ^ K / HOK ^ K / HnK 的阶为 fc , 但 
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K 的阶为 n , 因而 A 整除 n . 因为 m ， n 是互素的，因此 fc —定是1，即 HK = H , 
所以 H 是 G 唯一的阶为 n 的子群. 

1.38 设 Gi 和(? 2 是两个群，试证明 x G2 s G2 x Gi . 

证明对任意叼 e Gi , a 2 eG 2 , 定义 

/ : Gi x G 2 -> G 2 x Gi , 

( Ol , 02) 1-^ (02, Ol ). 

则不难验证 / ^ Gi x G 2 m G 2 X Gi 的同构，所以 Gi X G 2 = G 2 x G x . 

1.40 试证明為的所有真子群都是交换群，即为是内交换群. 

证明 容易知道 S 3 的真子群的阶只可能为1，2, 3,因此它的子群都是循环群， 
所以它们都是交换群 ，但灸 是非交换群，所以馬是内交换群. 

习题二 

2.2 设 a 是环 R 的幂零元，即存在正整数 n 使得 a " = 0,试证明1 - a 是 i ? 
的可逆元. 

证明 由于存在正整数 rx 使得 a " = 0,故 

(1 — a )(1 + a + a ? + ■ _ . + a n ^) = 1 — a n ~ 1, 

(1 + a + a 2 + •_• + a n_1 )(l — a ) = 1 — a n = 1. 

因此 1- a 是可逆元，并且 

(1 — a ) i = l + ci + a 2 + ._. + a n 1 . 

2.4 设 i ? 是一个环, a ，6 为 i ? 中的两个元素，若 a + 6 = ab 并且 1— a 有逆元， 
试证明 

证明由于 a + 6 =以，故 

1 = ab — (a + 6) + 1 = (1 — fl)(l — &) 

由 1 — a 有逆元可知 （1 — a ) -1 = 1 — fc， 因而 （1 — 6)(1 — a ) = 1， 故 
1 = (1 — 6)(1 — a ) = ba — (a b ) 1 = ba — ab 1 . 




部分习题解答 


• 221 


因此 6 a — = 0,所以 ab = 6 a . 

2.6 设 S 是 i ? 的子环，若 S 有无穷多个不同的理想，问 iJ 是否有无穷多个理 
想？证明或给出例子. 

解例如整数环 Z 是有理数环 Q 的子环，由于不同的素数 p , ( p ) 都是 Z 的 
真理想，故 Z 有无穷多个不同的理想，但只有零理想和 Q 本身. 

2.8 试求模6剩余类环 Z 6 的所有理想 • 

解不难验证 

= {5 }， h = Z 6 , h = {0,2,4}, h = {0,3} 

就是 Z 6 的所有理想. 

( 71 

2.10 设是环中的理想 ， ST = Yh aibi a i & S,h eT , n 为某个正整 

L i=l 

数 j ►，问 sr = s n r 是否一定成立. 

解不一定.如在整数环 z 中，取两个不是互素的正整数 m , n ， 令 S = mZ ， 
T = nZ , 则容易验证 ST = mnZ , 但 SnT 1 = [ m , n ] Z , 这里 [ m , n ] 是 m , n 的最小公 
倍数，所以 ST = S n 了不一定成立 • 

2.12 设 i ? 是环， I ={ ab - ba \ a , b e R }, 若 I 是左理想，试证明7是丑中的 
理想. 

证明对任意 a , b,c e R , 由于 J 是左理想，故= L 由 6 c - c & e I 可知 
a (be — cb ) e I ，故 

(ab — ba)c = a(bc — cb ) + ( ac)b — b ( ac ) E I . 

所以 I 是 i ? 中的理想. 

2.14 设 i ? 是环,若丑只有 {0} 和 ii 本身是它的左理想,丑没有其他理想，试 
证明 i ? 是可除环. 

证明对任意 a e fl，a 一 0,由于丑 a 是 i ? 的左理想，并且# {0}，但 i ? 只 
有 {0} 和丑本身是它的左理想，故一定有 iia 念凡因而存在 beR , 使得 &a = 1. 
又由于6 _ 0，故也是 i ? 的左理想，并且/ {0}，所以同样有=丑，从而存 
在 c G i ?， 使得 cb = 1. 由 6 a = 1 和 eft = 1 可知 C = cl = c ( ba ) = ( cb)a = la = a , 
故 ba = ab = 1，从而 a 是乘法可逆元，所以是可除环. 
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2.16 设 A 和/ 2 是环 R 的两个理想，试证明 Ah c ^ n / 2 , 并举例说明 A/ 2 
可以真包含在 Aniz 内. 

证明由于 A 和厶是环 R 的两个理想，因此 /A d 2 , /A g A ， 因而 

hh C Ji n 72 • 

在整数环 Z 中，令厶 =(2) = {2 a\a e Z } 和 = ⑷ = {4 a\a G Z } 是 Z 的两 
个理想, / 1/2 = ⑻ ={ 8a|a G Z }, 并且 IiDl2 = (4) = {4 a|a G Z }, 因此 / 1 / 2 可以真 
包含在 Anh 内. 

2.18 试找出 Z 到自身的一切同态映射，并求出每一同态的核. 

解设是 Z 到自身的任意同态，则对任意 n € Z ， 有 if ( n ) = n ^( l )， 且 
< f ( l ) = 因此 y >( l ) = 0 或 1 . 

若 p ( l ) = 0 ,则 = ntp ( l ) =； 0 ,故 p 是零同态,它的核为 Z . 

若<^( 1 ) = 1 ,则 ip ( n ) = n < p ( l ) = n ，故 93 是恒等同态,容易知道它的核为 { 0 }. 

所以， Z 到自身的一切同态映射只有零词态或恒等同态两种，它们的核分别为 Z 
或 { 0 }. 

2 . 20 试证明环 Z 2 ® Z 2 与环 Z 4 不是同构的. 

证明只需注意 Z 4 有一个非零元 a = 3,使得 a 2 = 仄但 Z 2 © Z 2 没有这样的 
元素，所以环 z 2 ® z 2 与环 z 4 不是同构的 • 

2.22 设也和 ii 2 是环，/ : 丑 1 — 丑 2 ， 对于任意 a，b e Ri , 有 /(a + b ) = 
/( a ) + / ⑻，试证明 /(a - b ) = /⑷ -/ ⑻对任意 a , beRi 都成立 • 

证明由于 /(0 + 0) = /⑼+ /⑼， 故 /⑼= 0, 因此 0 = /(a + (-a)) = 
/(a) + /(-a), 从而 f (— a ) = -/(a), 所以 /(a - b ) = f ( a ) - f ( b ). 

2.24 试证明有理数域 Q 的自同构只有恒等同构. 

证明对于有理数域 Q 的自同构/，由于/⑴=1,故 f ( m ) = m,f Q ) = 

从而 


所以 / 为恒等同构. 
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2 . 26 设 ii 是交换整环, m 和 n 为互素的正整数, a , & e i ?, 若 a m =俨， a n =浐, 
试证明 a = b. 

证明若 a = 0 或6 = 0,则容易知道 a = b. 设 a 笋0, 6 _ 0，由于 m 和 n 为 
互素，因此存在整数 s 和 纟 , 使得 sm + tn= 1. 如果 s > 0,那么必有 * < 0,故 

bb sm = ba sm = ba}- tn = a6(a n )- f = abib 71 )^ = ab sm . 

从而 a = b. 如果 s 彡 0, 同理可证,所以 a = b. 

2.28 在整数环 Z 中，若 p 为素数，问 （ p 2 ) 和 （2 p ) 是不是素理想. 

解由于铲 = p .p € ( p 2 ), 但 p 0 ( P 2 )， 故 ( p 2 ) 不是素理想.类似地， （2 p ) 也不 
是素理想. 

2.30 任意环 E 都存在拓扑 r , 使得 ii 成为拓扑环吗？ 

解在任意给定的环 i ? 上，定义 t 为离散拓扑，容易验证，环 i ? 在离散拓扑 
T 下是拓扑环. 

习题三 

3.2 在 Z 3 H ， 设 /㈤ =知 4 + 2x + l, g{x) = x 2 + x + 2, 试求出 g ( x ) 除 /㈤ 
的商和余式. 

解由于 _ _ _ 

f(x) — 2a; 4 + 2a; + 1 

= 2x 2 g(x) + x 3 + 2x 2 + 2x + 1 

= 2x 2 g(x) + xg(x) + x 2 + 1 

= 2x 2 g(x) + xg(x) + g(x) + 2x + 2, 

贝 1 J _ 

f(x) = (2x 2 + x + l)g{x) + 2x + 2. 

3.4 设 F 为域， (^ ，叱，…， 为 F 中 n 个不同的元素，试证明存在域 F 上的 
多项式/ ㈤ ，使得对叫 e F ， 有 f { ai ) = 1对任意 i 成立 • 


证明取 

9i{x) = {x — ai)(x 一 a2) … （r — ai-i)(x — a i+ i) ■ ■ ■ (x - a n ). 
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则 9 i ( a i ) ^ 0,^( aj ) = 0对任意 i . & 都成立.令 

n 

fix) = 1 讲 (z )， 

i=l 

则 /( a ,) = 1对任意 i 成立. 

3.6 试给出例子说明环丑问中的 m 次与 n 次多项式的乘积可能不是一个 
m + n 次多项式. 

解在 Z 6 [; c ] 中，令 

f(x) = 3x 3 4 - Sx 2 , g(x) = 2x 2 + 1. 

则 /( ar ) 为3次多项式，为2次多项式，但 

f { x ) g { x ) = 3 a ; 3 + 3 a ; 2 

是3次多项式. 

3.8 试求出 Z 3 上的所有首一 2次不可约多项式. 

解由于 Z 3 = {0,1,2}, 故 Z 3 上的2次多项式有如下的不可约多 项式： 

x 2 + 1, x 2 + x + 2, x 2 + 2x + 2. 

3.10 试将 x 9 — 1在 Z [ o :] 中作素因子分解. 

解 x 9 — 1 = (x — l )( x 2 + a : + l )( cc 6 + x 3 + 1). 

3.12 试证明/ ㈤ = x 2 + lG Z [ x ] 是整数上的多项式 _ Z [ x ] 上的不可约元 • 

证明反证法.假设 P + 1在 Z [: r ] 中是可约的，则存在一次多项式 5 0 r ) = 
acc + 6和 h(x) = cx + d, 使得 f(x) = x 2 + 1 = g(x)h(x). 由于 

(ax + b)(cx + d) = acx 2 + (ad + bc)x + bd, 

故 ac = ij ad + ic = 0 ( bd == 1. 因此由 a , c 6 Z, ac = 1 可知 a = c = ±1, 同理可得 
b = d = ±l, 但这与 ati 屮 6 c = 0 矛盾，因此 ； r 2 + 1 在 Z [: n ] 中是不可约的. 

3.14 设艽是主理想交换整环,试证明对任意 a,b€R, a,b 都有最大公约元 d 
存在，并且有 u , w € - R , 使得 d = ua + vb. 
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证明对于 a,b € R , 由于理想⑷和理想⑻的和⑷+⑼也是丑的一 
个理想， i? 是主理想整环，故 （ a ) +⑻是 ii 的一个主理想，因此存在 d e i?， 使得 
⑷ + (6) = (d). 

由于 a，6 e ⑷ + ⑻， 故 <x， 6 e (d )， 因此 a|d 并且 b|d. 另夕卜,若 c e H，. c|a 并且 
C|6, 则 a e (C) 并且& e (C), 故 d e (d) = ⑷ + (&) g ( c ), 因而 啦， 所以 d 是最大公 
约元. 


由 d S (d) =⑷ + (6) 可知， u,v £ R , 使得 d = ua + vb . 

3.16 设丑是有理数域上的 2x2 阶矩阵构成的非交换环，若 f ( x ) > g ( x ) e 


/⑷ 


2 1 " 
0 0 

x 2 + 

" 0 0 j 

10 1 

X + 

" 1 0 " 
0 1 

， 分 ㈤= 

0 1 ■ 
-1 0 

x 4 - 

11 

1 1 


试分别求出/㈤被〆 or) 右除所得到的右余式，以及被 5(0；) 左除所得到的左余式. 

证明若 /㈤= g { x ) qi { x ) + ri ( x ) ftl f ( x ) = q2 { x ) g { x ) + r 2 ( x ), 则容易知道 
处 (a;) 和 q 2 ( x ) 都是一次多项式，故可设 qi ( x ) = a^x + &i 和 ri(x) = ci, q 2 ( x )= 
a 2 x + 6 2 和 r 2 ( x ) = c 2 , 代入后比较系数可知 


并且 


qi ( x ) = 





0 



Q 2{ x ) 


2 


0 



r 2 ( x ) 


1 0 
1 2 


匈题岛 


4.2 试证明 = 
F 的一个基. 


a a~\~b 
a + fc b 


ct ， f) G Z5 


是 z 5 上的向量空间，并求出 


证明只需定义容 易验证 V是 Z 5 1 的向量空间，V的一个基为 
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4.4 设 Z 2 M 为 Z 上的次数小于等于2的多项式全体所构成的向量空间，定 
义线性变换 r : Z 2 [ x ] ^ Z 2 [x], T : f{x) ^ 尸⑷—/⑼，试求出: T 的核空间 Ker ( r ) 
和像空间 Im ( T ) 的一个基. 

解对于 / ㈤ = a2 ： r 2 + aia ;+ a 。， 有 T{f(x)) = - a 0 , 故 /( x ) G Ker ( T ) 

时，有 2 a 2 x + ai — ao = 0,因此 a2 = 0, ai = ao , 因而 Ker ( T ) = {ax + a|a e Z }, Bx 
以 { a ; + 1} 是 T 的核空间 Ker ( T ) 的一个基. 

由于 { l ， a :， x 2 } 是 Z 2 [x] 的一个基，故 ( T ( l ), T ( x ), r ( x 2 )} 张成像空间 Im ( T ), 
所以 Im ( r ) 有一个基为 { l , x }. 

4.6 在 Zu 上的多项式构成的向量空间 ZnM 中，对任意/(4 = a n x n + 
+ • ■ • + a t x + a 0 , g(x) = b m x m + + • • • + 6ia; + 6 0 € Z 1; L [ a ;]， 定 

义内积 （/(®)， g (; r )) = a n b n + a „_ ib„_i + • ■ • + ai&i + a 0 b 0 (这里不妨设 n 彡 m, 当 
i > m 时，取 6 i = 0) .令 

W = {a 3 x 3 + a 2 x 2 + aix + a 0 | a 0 , ai , a 2 , a 3 e Z n }, 

试求 W 的正交补 W 1 . 

解容易验证 撕丄 = {x A f(x)\f(x) eZn[x]}. 

4.8 整数加法群 Z 6 是交换环 Z 6 上的模,试证明3和3是线性相关的 • 

证明在环 Z 6 中，取5,5 ez 6 , 则 5. 5 + 3•泛= 0 ,所以按线性相关的定义，泛 
和3是线性相关的. 

4.10 设 M 是交换环 i ? 的理想，则 M 是交换环 i ? 上的模，试证明任意非零 
元 a , b e M ， a 和6都是线性相关的. 

证明对任意 a,b € M, 由于 iia + (― a )6 = 0,故 a 和6都是线性相关的. 


习题五 


5.2 试求出4次交错群 A 4 的所有 Sylow 子群. 

解由于 | A 4 | = 12 = 2 2 . 3,故厶有4阶 2- Sylow 子群和3阶的 3- Sylow 子 
群. Klein 四元群 


= {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} 
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是山的一个 2- Sylow 子群.可以验证， K 4 是枭的正规子群，因此 K 4 是乂 4 的唯 
一 2 -Sylow 子群 • 

. 14 的所有3-循环生成的子群为枭的全部 3- Sylow 子群，有 
((123)}, {(124)}, ((134)), {(234)). 

5.4 若有限群 G 的阶为35,试证明 G —定是循环群. 

证明 由于 35 = 5 • 7, 故 G 有 5-Sylow 子群和 7-Sylow 子群.若用和 if 
分别记 G 的 5-Sylow 子群和 7-Sylow 子群，则|丑| = 5, 叫 = 7, 因此.丑和 K 都是 
循环群.由于 5-Sylow 子群的个数被 5 除余数为 1 ， 故 5-Sylow 子群只有 1 个. 同样 
可知 7-Sylow 子群也只有 1 个.因而它们都是 G 的正规子群.又由于孖 nK = {e }， 
故对任意 hG K ， 有 hk = kh _ 设丑= 〈 a〉,K =作〉，则 HK = ( ab ), 容易知 

道 o(a{») = 35, 所以 G = 〈以〉 是循 环群. 

5.6 设 G 是168阶的单群,试确定 G 中所有阶为7的元素. 

证明 由于168 = 2 3 . 3 . 7,故 G 有 7- Sylow 子群，并且个数整除 24 , 因此有1 
个或8个 7 -Sylow 子群.若只有唯一的 7- Sylow 子群，则该 7- Sylow 子群是正规子 
群，但这与 G 是单群矛盾，故一定有8个 7- Sylow 子群，每个 7- Sylow 子群都是 
循环子群，因而都有6个7阶元素，所以群 G —共有48个7阶元素. 

5.8 试证明196阶群 G —定有一个阶大于1的 Sylow 子群，它是 G 的一个 
正规子群. 

证明 事实上，只需证明群 G 有唯一的阶大于1的 Sylow 子群，由于 

\ G \ = 196 = 2 2 - 7 2 . 

设丑是 G 的一个 7- Sylow 子群，因此与丑共轭的子群个数 k = 7 q+l 应该是196 
的正因子，因而只能是 


1，2,4, 7,28,49,98,196‘ 

从而 g = 0,故 fc = 1，即孖是群 G 唯一的 7- Sylow 子群，所以 H 是 G 的一个正规 
子群. 

5.10 试证明200阶群 G 有正规的 Sylow 子群. 

证明由于200 = 2 3 • 5 2 , 5- Sylow 子群的个数为 5 A : + 1并且能整除8,故只能 
是1，因此 G 的 5- Sylow 子群是唯一的，所以 G 有正规的 Sylow 子群_ 
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5.12 设 G 是一个 p 3 阶非交换群（这里 P 是素数)，试证明 C ( G )= G '. 

证明由于 G 是一个非交换群，故1 < | C ( G )| < p 3 . 若|<7((7)| = P 2 , 则 
G / C ( G ) 一定是循环群，但这与 G 是非交换群矛盾，故 \ C ( G )\ = p . 因而 G / C { G ) 
是 P 2 阶的群，因此 G / C ( G ) 是交换群，于'是 G ' [ C ( G ). 但 (7 # { e }， 否则 G 就是 
交换群,所以 C { G ) = G '. 

5.14 设 p , 9 是不同素数， p > q > l , 试证明 P 2 g 群 G —定是可解群. 

证明设 n 是 G 的 p - Sylow 子群的个数，根据 Sylow 定理可知， n 被;)除余 
数为 1, 并且 n 整除 p 2 g. 由于11=沐+ 1 ， 故 n + {- pk ) — 1, 因此 p 和 n 互素，从 
而 n 整除 g . 由 p > g > 1可知 n = l , 因而 G 的 p - Sylow 子群只有一个丑， 从而 H 
是 G 的非平凡正规子群，故 G 有一个正规群列 { e }< H < G , 并且 G / 丑是 Abel 群， 
所以 G —定是可解群. 


习题六 

6.2 试求出 Q( tc ). 

解容易验证 C^ jt ) = f,g 为有理系数的多项式，并且 p # o}. 

6,4试求出 a = v^ + v^ 在 Q(W) 上的极小多项式. 

解由于 a = \/2 + \/3是多项式/⑻= x 2 - (5 4- 2\/6)的根,并且 a 不属于 
F, 故 a 在 Q(v ^) 上的极小多项式是 - (5 + 2x/6). 

6.6 设 a 是 F 上的代数元，并且它的极小多项式为咖)，若/⑻是 F 上的 
多项式，并且 /(a) = 0,试证明〆: r) 一定是/⑻的因子. 

证明由于一定有 h ( x ) ) r ( x ), 使得 /($) = g { x ) h ( x ) + r ( a :), 并且 r (: r ) 的次数 
比沒 ㈤ 次数低，故由 f { oc ) = 0和 g ( a ) = 0可知 r ( a ) = 0,但 r (; c ) 的次数比 〆 x ) 
次数低, 9⑷为 a 的极小多颂式，因而 r (: r ) = 0,所以 9(: 一定是/ ㈤ 的因子. 

6-8 设 f ( x ) = x 3 + 2x + T G Z 3 [a:], 试证明在域 Z 3 [x]/(/(;c)) 中，/⑻一定 
有根. 


证明由于 
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[ a ; + (/( x))] 3 +% + (/( a :))] + 1 = a： 3 + { f { x )) +2 x + { f { x )) + 1 

=a: 3 4- 2x + 1 4 - ( f { x )) 

=(/ ⑷)， 


故 /⑷在 Z s [ x )/( f ( x )) 中有根 ; r + ( f ( x )). 

6 . 10 若 p 为素数，试求多项式# - 1 ：在 Z p 上的分裂域. 

解在 Z p 上，由于# - T = (:c - T )' 故多项式 xP -1 的分裂域为 Z p . 

6.12 设 a = 若 F = Q(a)) 试证明 F (^2 )/F M Galois 扩张. 

A 

证明 由于於在 F 上的极小多项式是 a： 3 - 2 ,并且在 F (^ 2 ) 中可分解为 
x 3 — 2 = (x — v^2)(a ： — a-^2)(x — a 2 v^), 

故 F (的) / P 是 Galois 扩张. 

6.14 若 /( x ) =工 3 + ar 2 + T 是 Z2 的多项式,试求/⑷在 F 上的 Galois 群. 

证明若 a 是/ ㈤ 的一 个根，姻 a ， a 2 , a 2 + a + T 是/⑻两两不同的根. 
由/⑼= 1 ：和 /( T ) = 了可知 a 在 Z 2 , 并旦/ ㈤ 在 Z 2 上是不可约的，因此 
\ G f \ = [ Z 2 ⑷： Z 2 ] = 3,因为 S 3 的三阶子群 是烏， 所以 GV = A 3 _ 

6.16 若 p 为素数， fl •是 Z p 上多项式/⑻ - x p ~ x-b 的根，试证明 Z p ( a ) 是 
Z p 的正规扩张. 

证明由于 a 是 Zp 上多项式 /㈤ = x p - x-b 的根，故对任意 d € Z P , 有 
(a + d) p — (a + d ) ■ - b — ( a p — a — b ) + ( d p ~ d ) — 0, 因而 /(; r ) 在 Z p ( a ) 上有 p 个根, 
所以 Z p ⑷为多项式 /( a :) 在 Z p 上的分裂域，所以 Z p ⑷是 Z p 的正规扩张 • 


6.18 


和6可用尺规作出 ； 试用尺规作出 


解如果 a 和&是可用尺规作出的，则用尺规 
可以作出右边的容易知道三角形 ABC 和三角形 


ADE 是相似的，因此 


AB 

BD 


AC 4 ， a 
CE'^b 


因此 


x = t 从而$是可用尺规作出的. 

0 0 

6.20 试证明方程 x 7 - 8 a; 3 + 3 x 2 = 0 不能用根式求解 
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部分习题解答 


证明由于方程 X 5 - 8 x + 3 = 0 只有两个非实根，并且它是不可约的，故 
* 5 — 8a; + 3 = 0 不能用根式求解，所以方程; r 7 — 8a; 3 + 3;c 2 = 0 也有根是不能用根 
式求解的. 

6.22 对于每个整数 n ^5, 有理数域 Q 上一定有某个 n 次方程 f ( x ), 它最少 
有一个根不能用根式求解. 

证明由于多项式 f { x ) = 2/ - 5;c 4 十 5 在 R 中有三个根，仅有一对共轭非 
实根，所以 /㈤ = 2 护 - 5a; 4 + 5 不能用根式求解. 

若整数 n > 5, 令 g(x) = x n ~ 5 (2x 5 -5x 4 + 5), 则容易知道咖）最少有一个根 
不能用根式求解. 


习题七 

7.2 对于微分方程 (l-2x-lny)y' + 2 y = 0,试求出《和/3,使得 

u = x + as, v = e 0£ y 

为变换群，并且保持方程的形式不变. 

解 u = s + as, v = e^ E y 代入方程 (1 — 2u — lnw)z/ + 2u = 0, 得 

(l-2x- 2ae - li^ehy^e 作 y' + 2e pe y = 0, 


即 


a 


(1 -2 x - 2 as - /3 e - In y ) y l + 2 y = 0. 

1 和 /? = -2 时 , u = rr + e，r = e ~ 2 e y 为变换群，并且保持方程的形式不变. 
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